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Prova finale, 22 marzo 2004

1. (a) Due particelle identiche con spin 1/2 hanno impulsi p, e p,. Scrivere la funzione d’onda
che descrive il sistema nei casi di spin totale pari a zero e di spin totale pari ad 1 con
terza componente uguale a zero.

(b) Due particelle identiche con spin 2 e terza componente dello spin uguale a zero si trovano
in uno stato descritto da una funzione d’onda orbitale simmetrica. Dire quali sono i
possibili valori dello spin totale del sistema, giustificando la risposta.

2. Scrivere tutti gli elementi di matrice diversi da zero della prima componente dell’operatore
di dipolo elettrico, ex, per le transizioni tra livelli (n = 2,1 = 1) e (n = 3,1 = 2) dell’atomo
di idrogeno, in termini di un solo elemento di matrice dell’operatore ez (si consideri I’atomo
di idrogeno in approssimazione non-relativistica).



I prova di recupero, 14 luglio 2004

1. (a) Tre particelle identiche di spin 1/2 e di massa m, non interagenti, vincolate a muoversi
lungo una retta, sono soggette ad un potenziale armonico con costante di richiamo k.
Si determini I’energia dello stato fondamentale del sistema e si scriva la funzione d’onda
corrispondente.

(b) Il potenziale tra due particelle identiche con spin 1/2 ha la forma
V=W+Vid 02,

dove Vjy e Vi sono costanti. Calcolare il valor medio di tale potenziale nei due seguenti
casi:

(i) su uno stato in cui la funzione d’onda & simmetrica rispetto allo scambio delle coor-
dinate spaziali;

(i) su uno stato in cui la funzione d’onda & anti-simmetrica rispetto allo scambio delle
coordinate spaziali.

2. Scrivere tutte le componenti del tensore sferico di rango due che si puo costruire a partire
dalle coordinate (z,y, z) dell’operatore posizione.

[Dato: Y2, = /3= sin®6 e, Y2 = F,/22 sinflcosf e, Y = /7= (3cos? 0 — 1). |



II prova di recupero, 6 ottobre 2004

1. Si consideri un oscillatore armonico isotropo in due dimensioni. I.’Hamiltoniana ¢ data da

2 2 2
P D mw
H,= L= 2y
0 2m 2m+ 2

(= +9°) .

(a) Quali sono le energie del livello fondamentale e del I livello eccitato? C’¢ degenerazione?

(b) Si consideri ora il sistema perturbato con un potenziale
V = emwzy , ek 1.

Si calcoli lo spostamento energetico al prim’ordine per il livello fondamentale e per il 1
livello eccitato. Si determinino anche le corrispondenti autofunzioni dell’energia all’ordine
piu basso.

(c) I sistema descritto dall’Hamiltoniana Hy + V' puo essere risolto esattamente, mediante
un opportuno cambio di coordinate. Si confronti il calcolo perturbativo con la soluzione
esatta.

2. Si calcolino i seguenti elementi di matrice (o valori medi), spiegando quali di essi danno
risultato nullo per motivi di simmetria:
(a) atomi di idrogeno non-relativistico: (n =2, =1, m =0|z|n =2,1 =0, m = 0)

(b) (L,) per un elettrone in un qualsiasi campo con simmetria centrale con j = 9/2, m = 7/2,
[ =4.

(c¢) (singoletto, m, = 0](S{) — SN)|tripletto, m, = 0) per lo stato di positronio in onda-s.



Prova finale, 14 aprile 2005

1. Si consideri ’'Hamiltoniana di un oscillatore armonico unidimensionale perturbata con il ter-
mine Az. Si calcoli lo spostamento del livello fondamentale al 1T ordine in teoria delle per-
turbazioni e si confronti con il risultato esatto.

[Si ricorda che a = y/mw/(2h)(z + ip/(Mmw)).]

2. Un particella ha momento angolare orbitale [ e spin 1/2. Si calcoli il valor medio di S, su
tutti i possibili stati di definito momento angolare totale j della particella.

3. Si dica quali sono gli elementi di matrice non nulli dell’operatore z tra gli stati dell’atomo
di idrogeno con n = 3 (z ¢ la terza componente del vettore posizione relativa dell’elettrone
rispetto al protone). Si giustifichino le risposte date e si spieghi se, ed eventualmente come,
il risultato trovato e rilevante per lo studio dell’effetto Stark lineare sull’atomo di idrogeno.



I prova di recupero, 13 luglio 2005

1. Si consideri ’'Hamiltoniana di un oscillatore armonico unidimensionale perturbata con il ter-
mine Az2. Si calcoli lo spostamento del livello fondamentale al I ordine in teoria delle per-
turbazioni e si confronti con il risultato esatto.

[Si ricorda che a = y/mw/(2h)(z + ip/(Mmw)).]

2. Un particella ha momento angolare orbitale [ e spin 1/2. Si calcoli il valor medio di [, su
tutti i possibili stati di definito momento angolare totale 5 della particella.

3. Si considerino due particelle non interagenti, ciascuna di massa m, in una buca di potenziale
unidimensionale infinita di estremi x = 0 ed x = a. Una di esse sia nello stato fondamentale,
I'altra nel primo stato eccitato. Calcolare il valor medio di (z; — x3)?, assumendo che le
particelle siano (a) distinguibili, (b) bosoni, (¢) fermioni.

[Si ricorda che le autofunzioni normalizzate per la buca di potenziale unidimensionale infinita
con estremi in x = 0 ed x = a sono date da

wnmz{ \/gsmo(?x) Oszsa n=1,2 .. ]

altrove



II prova di recupero, 7 settembre 2005

1. Si calcolino gli spostamenti energetici al I ordine in teoria delle perturbazioni del livello n = 2
dell’atomo di idrogeno non-relativistico soggetto a perturbazione della forma V = Az, con A
costante e “piccolo” (rispetto a cosa?).

2. Un particella ha momento angolare orbitale [ e spin 1/2. Si calcoli il valor medio di S, su
tutti i possibili stati di definito momento angolare totale j della particella.

3. Si considerino due particelle non interagenti, ciascuna di massa m, soggette a potenziale
armonico unidimensionale con pulsazione w. Una di esse sia nello stato fondamentale, I'altra
nel primo stato eccitato. Calcolare il valor medio di (z; — x9)?, assumendo che le particelle
siano (a) distinguibili, (b) bosoni, (c) fermioni.



Prova finale, 11 aprile 2006

1. Siano 1, 1y e Y3 tre stati ortogonali di un fermione. Consideriamo ora un sistema di due
fermioni identici e chiamiamo ®;, i = 1,2, 3, lo stato di questi due fermioni in cui ¢; non sia
occupato (per esempio, lo stato ®; ¢ quello in cui i due fermioni si trovano negli stati 1y e
t)3). In altri termini, I'indice ¢ & un indice di “lacuna”.

Detta B un’osservabile della forma
B = A(7y) + A(%s)

dove 7; ¢ la coordinata dell’i-esimo fermione, si calcoli il valore medio di B su ciascuno degli
stati ®;. Si dia un’interpretazione fisica del risultato ottenuto.

2. Un atomo di idrogeno viene posto in un campo elettrico £ sovrapposto ad un campo mag-
netico B, entrambi uniformi e costanti nel tempo. Si determini come viene separato il livello
n = 2, al prim’ordine in teoria delle perturbazioni, nei seguenti due casi:

o E parallelo a B ;

o E ortogonale a B.

Si ignorino, per semplicita, gli effetti di spin e le correzioni relativistiche.



I prova di recupero, 17 luglio 2006

1. Si consideri ’'Hamiltoniana di un oscillatore armonico unidimensionale perturbata con il ter-
mine \p/m, dove p = —ihd/dx ¢ 'operatore impulso. Si determini lo spostamento di ciascun
livello e la corrispondente autofunzione perturbata al primo ordine perturbativo non nullo.
Si confronti con il risultato esatto.

[15 punti]

Facoltativo: si generalizzi il risultato ad un qualunque sistema unidimensionale che presenti
uno spettro discreto.

Suggerimenti:

- W(w +ip/ (mw)) ;
( Dl g > _ 61)\1/71<A1/}(:L‘)> .

2. Sia dato un sistema di N fermioni identici non interagenti, soggetti a potenziale armonico.
Dette E, e {¢,(z)}, n=0, 1, 2, ..., le energie e le rispettive autofunzioni per il sistema
di singola particella, si determinino le energie e le rispettive autofunzioni relative al livello
fondamentale, al I livello eccitato e al II livello eccitato del sistema degli N fermioni identici,
indicando la degenerazione di ciascun livello.

Si perturbi ora I’Hamiltoniana del sistema con un termine di interazione della forma

A Z d(x; — ;)
1,551#]
Si determini lo spostamento dei primi tre livelli energetici al I ordine in teoria delle pertur-
bazioni e si commenti il risultato.
[15 punti]

3. Dato un sistema di due particelle, si verifichi che il momento angolare orbitale totale I; + lg,
con l1 =7 XpLe lg = r2 X Pa, Puo essere scritto nella forma L+ l dove [ = Rx P e
I'= 7 x p, essendo (R, P) e (7, p) la posizione e P'impulso del centro di massa e del moto
relativo, rispettivamente.

Si faccia vedere che se le due particelle sono identiche e senza spin, il momento angolare
orbitale relativo puo assumere solo numeri quantici [=0, 2, 4, .. ..
[6 punti]



II prova di recupero, 13 settembre 2006

1. Sia dato un sistema di tre fermioni identici non interagenti, confinati su un segmento di retta
con estremi 0 e a. Dette E, e {1, (z)}, n=1, 2, ..., le energie e le rispettive autofunzioni per
il sistema di singola particella, si determinino le energie e le rispettive autofunzioni relative
al livello fondamentale, al I livello eccitato e al II livello eccitato del sistema, indicando la
degenerazione di ciascun livello.

Si perturbi ora I’Hamiltoniana del sistema con un termine di interazione della forma

3
1,557
e si determini lo spostamento dei primi tre livelli energetici al I ordine in teoria delle pertur-

bazioni.
[15 punti]

2. Si scrivano tutti gli elementi di matrice non nulli dell’operatore zy tra lo stato con n = 1 e gli
stati con n = 3 dell’atomo di idrogeno non-relativistico, in termini di un elemento di matrice
dell’operatore z2. Si calcoli, poi, esplicitamente quest’ultimo elemento di matrice.

[10 punti]

3. Si calcoli il valor medio di I, e quello di s, su uno stato con j = 7/2, j, = 3/2 ed | = 3,
s=1/2.
[5 punti]



Prova finale, 28 marzo 2007

1. Due particelle identiche di spin 1/2 sono vincolate a muoversi lungo una retta sotto U'effetto di
un potenziale armonico con pulsazione w e non interagiscono tra di loro. Se una di esse si trova
nello stato fondamentale e I’altra nel I stato eccitato, calcolare il valor medio dell’operatore
2129, dove 1 2 sono le posizioni delle particelle, nei casi di spin totale in uno stato di tripletto
o di singoletto. In quale dei due casi (#122) risulta essere maggiore? Si poteva prevedere il
risultato?

[8 punti]

2. ’Hamiltoniana di un atomo di idrogeno non-relativistico ¢ modificata con 'aggiunta della

perturbazione
s Vo
- ?l‘y )
dove a & il raggio di Bohr e Vj & una costante. Nell'ipotesi che 1} sia piccolo (rispetto a
cosa?), studiare l'effetto della perturbazione sui livelli n = 1 ed n = 2, calcolando i livelli

energetici perturbati al I ordine e i corrispodenti autostati.

Prima di iniziare il calcolo, indicare quali elementi di matrice risulteranno non nulli, moti-
vando la risposta. Per il calcolo degli elementi di matrice non nulli, utilizzare 1'identita

n2

(n,l,m = 0|r?|n,l,m = 0) = ?[577,2 +1-=3I(+1)]a*.

[12 punti]

3. E noto che, per effetto delle correzioni relativistiche al I ordine perturbativo, i livelli energetici
di un atomo di idrogeno non-relativistico subiscono uno spostamento che dipende solo dal
numero quantico di momento angolare totale j, oltre che dal numero quantico principale n.
Se si sottopone un atomo di idrogeno ad un campo magnetico uniforme B = (0,0, B), &
necessario aggiungere all’Hamiltoniana il termine di interazione

= (L+29) B .

2mec

Se il campo magnetico e sufficientemente debole da poter considerare V' come una pertur-
bazione rispetto all’Hamiltoniana dell’atomo di idrogeno comprensiva delle correzioni rela-
tivistiche al I ordine, calcolare gli spostamenti energetici indotti da V" al I ordine perturbativo
sugli stati con n = 2.

[10 punti]



I prova di recupero, 18 luglio 2007

1. Una particella di massa m e libera di muoversi all'interno di un quadrato che giace sul
piano XY, i cui vertici si trovano nelle posizioni (0,0), (a,0), (0,a) e (a,a). Scrivere le
energie e le corrispondenti autofunzioni dello stato fondamentale e del I stato eccitato, dis-
cutendo I'eventuale degenerazione. Si studi al I ordine 'effetto di una perturbazione del tipo

V(z,y) = Ad(x —a/4)é(y — 3a/4).

[Si ricorda che le autofunzioni per una buca di potenziale unidimensionale infinita di estremi
0 ed a sono date da
\/Esin(”—”x) 0<z<a
G (@) = Ve Vet =
" 0 altrove

e che i rispettivi autovalori sono E®) = n2h?/(8ma?), con n =1,2,3 ..]
[10 punti]

2. Si dica quali sono gli elementi di matrice non nulli della perturbazione V' = A xz tra gli stati
del livello n = 2 dell’atomo di idrogeno non-relativistico e li si metta in relazione tra di loro.
Si determinino poi gli autostati imperturbati che diagonalizzano la perturbazione.

[N.B.: non viene richiesto il calcolo degli spostamenti energetici al I ordine.]

[10 punti]

3. Due particelle identiche di spin 1/2 sono vincolate a muoversi lungo 1’asse z. Le loro funzioni

d’onda sono le seguenti:
1 3
%(@I{ @ ASTSY
0

altrove

1 3a a

o) = Vi oh<esy
0 altrove

Dette x; e x5 le posizioni delle due particelle, si calcoli il valor medio di (z; — z2)* quando il
sistema si trova nello stato di singoletto oppure in uno degli stati di tripletto di spin.
[10 punti]



II prova di recupero, 12 settembre 2007

1. Una particella e vincolata sul segmento 0 < z < a ed e soggetta al potenziale repulsivo
V(z) = M(x —a/2), A > 0. Considerando V(z) come una perturbazione, calcolare lo
spostamento energetico al I ordine perturbativo dello stato fondamentale e del primo stato
eccitato. Mostrare che esiste un valore di A per il quale i due livelli perturbati risultano
degeneri e dire se cio ¢ accettabile.

[Si ricorda che le autofunzioni per una buca di potenziale unidimensionale infinita di estremi

0 ed a sono date da
0O (2) = \/gsin (%x) 0<zx<a
" 0 altrove

e che i rispettivi autovalori sono E®) = n?h?/(8ma?), con n =1,2,3 ...]
[8 punti]

2. Si consideri un atomo di idrogeno sottoposto ad un campo elettrico uniforme (effetto Stark).
Nell'ipotesi in cui il potenziale di interazione, V = —eFEz (e < 0 ¢ la carica dell’elettrone),
possa essere trattato come una perturbazione, se ne consideri I'effetto al I ordine perturbativo
sul livello n = 3: si individuino gli elementi di matrice non nulli della perturbazione, li si
metta in relazione tra di loro per quanto possibile e si discuta in che misura e rimossa la
degenerazione.

[N.B.: non viene richiesto il calcolo esplicito degli elementi di matrice.]

[Suggerimento: Si ordinino le righe e le colonne della matrice della perturbazione in modo
tale che essa risulti diagonale a blocchi.]
[12 punti]

3. Due particelle identiche di spin 1 sono vincolate a muoversi lungo 1’asse x. Le loro funzioni

d’onda sono le seguenti:
1 2
1?1(37):{ @ BSTSY
0

altrove

1 2a a

Va(z) = \/g G STS;
0 altrove

Dette x1 e 5 le posizioni delle due particelle, si calcoli il valor medio di (x; — z2)? a seconda
dello stato di spin totale del sistema e si discuta il risultato ottenuto.
[10 punti]



Prova finale, 22 aprile 2008

1. (a) L’Hamiltoniana non-relativistica dell’atomo di idrogeno ¢ data da

" ﬁ2 Q 62
= — — — a= .
" om 4re
Gli autovalori di Hy sono
2
0 mao '
E}T):—m, 77,21,2,...,

le corrispondenti autofunzioni sono della forma ¥, (7) = Ru(r)Y.L (6, ¢).

Ricordando che
3/2

a=>*r a=3/? r
Rgl (T) — —7"/2a s RQO (T) <2 — ) e_r/Qa y

:2\/€ae :2\/§ a

dove a = (h*/m)(4mey/e?) ¢ il raggio di Bohr, si verifichi esplicitamente nel caso n = 2 che
valgono le seguenti formule:

1 1 1 ! ! 1
Ay_ L ()= Tyl (5= A3+ 1/2)(1 + 1)

r an?’

, ([ #0).

[8 punti]

(b) Si consideri ora I’'Hamiltoniana dell’atomo di idrogeno in presenza delle correzioni rela-
tivistiche fino all’ordine 1/¢?, data da

H == HO + V 5
dove ( 2)2 )
I a - = amh® _
V=-— L-S+——§
8m3c2  2m?2r3c? + 2m?2c? ()

Sul livello n = 2 si calcoli dapprima l'effetto della perturbazione dovuta al solo termine di
interazione spin-orbita (il secondo termine di V). Successivamente, si calcoli I'effetto degli
altri due termini.

Suggerimento: conviene riscrivere il primo termine di V' utilizzando la formula

ﬁ2:2m(H0—i—a) .
r

[12 punti]

2. Due particelle identiche di spin 1/2, vincolate a muoversi lungo 'asse x, interagiscano secondo
il potenziale

—

V = A($1 — $2)2§1 . SQ y
dove A & una costante positiva.

Si determinino autovalori ed autofunzioni dell’Hamiltoniana del sistema.
[10 punti]



I prova di recupero, 9 luglio 2008

1. (a) Siano 51 e 5'2 due operatori di spin e sia J I'operatore di spin totale, J = 5'1 + 52.
Applicando il teorema della proiezione, scrivere ’espressione per il valor medio dell’operatore
S1.. — Sa2. su un generico stato di definito spin totale, |j, m).

[6 punti]

(b) Due particelle distinguibili di spin 1/2 interagiscano secondo 1'Hamiltoniana
H = Agl : 52 + B<Sl,z - SQ,z) )

con A e B costanti reali.

i. Trattando il secondo termine di H come una perturbazione, calcolare lo spostamento dei
livelli energetici del sistema imperturbato al I ordine in teoria perturbativa.

ii. Confrontare il risultato ottenuto con quello esatto.
[12 punti]

2. Due particelle identiche di spin 0 siano vincolate all’interno del segmento 0 < x < a da un
potenziale con pareti infinitamente alte in x =0 e z = a.

i. Trovare le autofunzioni e gli autovalori dell’energia relativi allo stato fondamentale e ai
primi due livelli eccitati.

ii. Supponendo che i due bosoni interagiscano attraverso il potenziale perturbativo V' =
—aVpo(xy — x2), determinare al I ordine in teoria perturbativa lo spostamento dei primi tre
livelli energetici.

[Le autofunzioni normalizzate di una particella sono 1, (z) = \/2/asin(nmz/a), per 0 < z < q;

le corrispondenti energie E, = n?m?h?/(2ma?®), n =1,2,...]
[12 punti]



II prova di recupero, 17 settembre 2008

1. L’Hamiltoniana di interazione tra lo spin del protone e quello dell’elettrone in un atomo di
idrogeno ¢ data da

2 J .»(d . > . 2
H — poge”  [3(Sp - 7)(Se - 7) — Sy - Se] Hoge (S, - )5(3)(;)’

8mmy,me. r3 3myme

dove pg ¢ la permeabilita magnetica del vuoto, g ~ 5.59 ¢ il rapporto giromagnetico del
protone, 7 ¢ il vettore posizione relativa dell’elettrone rispetto al protone e 7 ¢ il versore 7/r.

Si vuole calcolare leffetto di H' sullo fondamentale dell’atomo di idrogeno in teoria pertur-
bativa al I ordine.

(a) Dimostrare, innanzitutto, che il valor medio del primo termine di H’ ¢ nullo sullo stato
fondamentale, come su ogni stato con [ = 0.

[Suggerimento: verificare che
/(§p (S, - F)dQ = ?”5 3,
dove df2 ¢ 'elemento di angolo solido.]

(b) Sapendo che [1100(0)]*> = 1/(ma?), dove 1100(7) ¢ la parte spaziale dell’autofunzione
dell’atomo di idrogeno imperturbato (cio¢ la parte senza lo spin) e a = 4mwegh®/(me?) ~
0.529 x 1071%m ¢ il raggio di Bohr, far vedere che I'interazione H’ rimuove la degenerazione
di spin dello stato fondamentale e determinare la lunghezza d’onda (in cm) della radiazione
emessa in seguito a transizioni tra i due nuovi livelli energetici.

[Dati numerici: m, ~ 938 MeV/c?, m, ~ 511 keV/c?; si ricordi poi che g = 1/¢?. |
[15 punti]

2. I’Hamiltoniana di un atomo di idrogeno non-relativistico ¢ modificata con 'aggiunta della
perturbazione

Vi
V - _Y ~2
2 3 (@& =37,
dove a ¢ il raggio di Bohr e V; ¢ una costante. Nell’ipotesi che Vj sia piccolo (rispetto a

cosa?), calcolare gli spostamenti energetici al I ordine in teoria perturbativa sui livelli n = 1
edn=2.

Si usi il teorema di Wigner-Eckart per minimizzare il numero di integrali da calcolare.
[15 punti]



Prova finale, 26 marzo 2009

1. Si perturbi ’'Hamiltoniana di una particella di massa m in una buca di potenziale unidimen-
sionale infinita di estremi z = 0 ed x = a mediante un potenziale di intensita costante V' su
un intervallo di ampiezza L centrato intorno ad x = a/2.

Si determini al I ordine in teoria perturbativa lo spostamento dei livelli energetici e la cor-
rezione delle autofunzioni.

Nei due casi limite L — 0 e L — a, si confrontino i risultati ottenuti con il calcolo esatto. Si
verifichi, inoltre, che quando L — 0 e V' — oo, con LV — A = costante, i risultati coincidono
con quelli ottenuti con una perturbazione della forma Ad(x — a/2).

[Si ricorda che, per il sistema in oggetto, i livelli energetici imperturbati sono dati da

EO — p? h n=12
" 8ma?’ I
mentre le autofunzioni normalizzate sono
2 g (7
O (x) = Visin(Fa)  0<e<a n=1,2,... ]
0 altrove

[12 punti]

2. Si classifichino gli autostati del livello n = 3 dell’atomo di idrogeno non-relativistico come
autostati simulanei degli operatori J2, J,, L?, S? e si calcoli su ciascuno di essi il valor medio
degli operatori L, ed S..

[8 punti]

3. Si considerino due particelle identiche di massa m e di spin 1/2, in una buca di potenziale
unidimensionale infinita di estremi x = 0 ed = a. Trascurando ogni interazione dovuta allo
spin, si determinino il livello fondamentale e il primo livello eccitato e le relative autofunzioni,
discutendone l'eventuale degenerazione. Si calcoli, poi, al I ordine in teoria perturbativa lo
spostamento di questi livelli energetici dovuto ad un potenziale generico della forma V (x; —
.1'2).

[10 punti]



I prova di recupero, 15 luglio 2009

1. Data I’'Hamiltoniana dell’atomo di elio

H:ﬁ+ﬁ_3€2,_262 ¢ ﬂlﬂ :
2m  2m  rdmey  rodmey  Ameg [Ty — 7|

si consideri il termine di interazione tra i due elettroni come perturbazione e si calcoli (in eV)
il livello fondamentale dell’atomo di elio al prim’ordine in teoria perturbativa. Si discuta poi
il confronto del risultato ottenuto con il dato sperimentale di —78.96 eV.

[Suggerimento: nel calcolare (1/|r, — 73|), si effettui prima l'integrazione su 75 tenendo il
vettore 7 fissato e orientato lungo 'asse polare; si faccia attenzione al fatto che |} — 7| =

72 + 7f — 27} - T deve essere sempre una quantita positiva.]

[Dati: la funzione d’onda dello stato fondamentale di un atomo idrogenoide con numero

atomico Z ¢ data da
— 1 Z 82 —Zr/a
ol = 7= (5) e

con a il raggio di Bohr, mentre

2\ 2 2 2
Z

B=—— 7] =2
2h 4reg 4dmegy 2a

e la corrispondente energia.]

[15 punti]

2. Si consideri un ipotetico atomo di elio, in cui ciascun elettrone sia rimpiazzato da una par-
ticella di spin 1 con carica negativa. Discutere per questo ipotetico atomo la struttura dello
stato fondamentale e la sua eventuale degenerazione.

[7 punti]

3. Dato un atomo di idrogeno non-relativistico ed indicato con la consueta notazione |n,l, m)
un generico autostato dell’Hamiltoniana, si supponga di conoscere il seguente valor medio:

Q=e(2,1,1/(32* —r*)|2,1,1) ,
detto momento di quadrupolo. Si esprimano tutti gli elementi di matrice del tipo
e(2,1',m'|(z* — yH)|2,1,m) ,
in termini di Q.

[Dati: Y2, = /55= sin® 0 e, Y2 = F,/22 sinfcosf e, Y§ = /70— (3cos? 6 — 1).]
[8 punti]



II prova di recupero, 17 settembre 2009

1. Due bosoni identici si trovano in una buca di potenziale unidimensionale di altezza infinita e
di estremi x =0 e z = a.

(a) Ignorando qualunque interazione tra i due bosoni, si trovino il livello fondamentale e il I
livello eccitato del sistema e le rispettive autofunzioni.

(b) Si assuma adesso che i due bosoni interagiscano debolmente, attraverso il potenziale
V(zy,22) = —aVpd(xy — x2)

e si determini all’ordine perturbativo piu basso lo spostamento dei primi due livelli energetici.

[Si ricorda che le autofunzioni normalizzate per una particella in una buca di potenziale
unidimensionale infinita con estremi in x = 0 ed 2 = ¢ sono date da

@Dn(w):{\/zSirg(Tx) Oszsa n=12 .. l

altrove

[10 punti]

2. Si consideri un elettrone soggetto ad un potenziale armonico isotropo in due dimensioni.
L’Hamiltoniana ¢ data da

2 2 2
Pz p mw= o 2

Hy="*%24+-Y%Y 4 — )
0 2m 2m+ 2 (@ +v7)

(a) Quali sono le energie del livello fondamentale e del I livello eccitato? C’¢ degenerazione?

(b) Si sottoponga il sistema ad un debole campo elettrico uniforme E lungo la direzione z e
si calcoli lo spostamento energetico al prim’ordine del livello fondamentale e del I livello
eccitato.

(c) Si confrontino i risultati ottenuti con il calcolo esatto.

[Si ricorda che per un oscillatore armonico unidimensionale a = \/mw/(2h)(x + ip,/(mw)).]

[12 punti]

3. Dato un atomo di idrogeno non-relativistico ed indicato con la consueta notazione |n,l, m)
un generico autostato dell’Hamiltoniana, si supponga di conoscere il seguente valor medio:

Q= e(3,2,2|(32 —1%)[3,2,2) ,
detto momento di quadrupolo. Si esprimano tutti gli elementi di matrice del tipo
e(3,2,m'|xy|3,2,m) ,
in termini di Q.

[Dati: Y2, = /5= sin® 0 e, Y2 = F,/22 sinfcosf e, Y = /70— (3cos? 6 — 1).]
[8 punti]



Prova finale, 30 marzo 2010

1. Si vuole schematizzare I'interazione di van der Waals tra due atomi neutri. Per questo motivo,
si ammetta che i due atomi si trovino a distanza R uno dall’altro e si modellizzi ogni atomo
come un elettrone di massa m e carica —e attaccato mediante una molla di costante elastica
k ad un nucleo di carica e, supposto infinitamente massivo e quindi statico.

[’Hamiltoniana del sistema imperturbato risulta pertanto essere

pl 4 k _|_ p2

Hy =
"7 om om

+ ka,

dove x7 e x5 sono le posizioni di ciascun elettrone relativamente al nucleo dell’atomo di
appartenenza.

L’interazione coulombiana tra i due atomi ¢ data da

e < 1 1 1 N 1 >
dweg \R R+x, R—-—1z9 R4z —19)
(a) Spiegare 'espressione per V.
(b) Mostrare che, supposti |z1| e |22 molto minori di R, I'interazione si semplifica a
e xi19
2mey R3

Ve~ —

(c) Calcolare in teoria delle perturbazioni al II ordine lo spostamento del livello fondamentale
del sistema.

(d) Confrontare con il calcolo esatto (suggerimento: passare alle variabili x4+ = (2, £ ) /v/2

e pr = (p1 £p2)/V2).
[Dato: per un oscillatore armonico unidimensionale a = /mw/(2h)(x + ip/(mw)).]

[18 punti]

2. Un atomo di idrogeno al centro di una cella cubica di un cristallo costituito da ioni alterna-
tivamente positivi e negativi e soggetto alla perturbazione

1%
V= —gxyz,
a

con a il raggio di Bohr.

(a) Mostrare che i livelli n = 1 ed n = 2 non sono spostati dalla perturbazione V" al I ordine
in teoria perturbativa.

(b) Spiegare I’espressione per V.

[12 punti]



Appello straordinario, 15 giugno 2010

1. L’atomo di deuterio & costituito da un elettrone e da un nucleo (il deutone), formato da
un protone e da un neutrone. Poiché il deutone ha un momento di quadrupolo non nullo, il
potenziale cui e soggetto ’elettrone contiene, oltre al termine Coulombiano, anche un termine
di quadrupolo, che puo essere trattato come una perturbazione:

e? r2 — 322

(4meg)r 7o

V= VCoulomb + unad = -

dove A & una costante piccola (rispetto a cosa?).

(a) Dimostrare che il livello fondamentale (n=1) non viene modificato al prim’ordine in teoria
perturbativa.

(b) Elencare gli elementi di matrice non nulli di Vuq tra gli stati con n = 2.
(c) Calcolare al prim’ordine perturbativo gli spostamenti energetici del livello n=2.

[Dati: le funzioni d’onda del sistema imperturbato sono della forma

wnlm(f‘) = Rnl(r)ynlz(ea ¢) .

Per n=2 abbiamo:

1 T 1 T
R _ 1 (2 B ) /) R _ L ~r/(2a)
20(7) (2a)3/2 a © 21(7) (2a)3/2 a\/§€

con a il raggio di Bohr e

1 /3 /3 . ;
Yooz—ﬂ, Yy = ECOS@, Vi =F gsm%iqﬁ. ]

2. Si consideri un sistema di due particelle identiche libere di massa m. Per semplicita si assuma
che esse si muovono in una dimensione e si trascuri il loro spin. Ciascuna delle due particelle
e descritta da una funzione d’onda reale,

V() = <§>1/4 exp l—g(x - a)21 .

Si tratta di due funzioni d’onda centrate nei punti x = +a e, per > 1/a?, ben localizzate.

[18 punti]

(a) Scrivere la funzione d’onda normalizzata del sistema nel caso che le due particelle siano
bosoni o fermioni.
(b) Calcolare il valor medio dell’energia totale del sistema
2 2
b1 Dy
H=—+—=
2m * 2m
e confrontare il risultato con quello per particelle distinguibili.

(¢) Dopo aver definito la forza efficace ' = —0(H)/0a, verificare che, per particelle ben
localizzate, essa e attrattiva nel caso bosonico e repulsiva in quello fermionico.

[12 punti]



I prova di recupero, 14 luglio 2010

1. L’atomo di deuterio ¢ costituito da un elettrone e da un nucleo (il deutone), formato da
un protone e da un neutrone. Poiché il deutone ha un momento di quadrupolo non nullo, il
potenziale cui e soggetto I'elettrone contiene, oltre al termine Coulombiano, anche un termine
di quadrupolo, che puo essere trattato come una perturbazione:

e? r? — 322

s
(4meg)r * ro

V= VCoulomb + V:quad = -

dove A & una costante piccola (rispetto a cosa?).

(a) Per calcolare gli spostamenti energetici del livello n = 3 al prim’ordine perturbativo e
necessario calcolare tutti gli elementi di matrice del tipo (3,1, m/|Vquaa|3,l,m). Elencare
(senza calcolarli) quali di questi elementi di matrice, in base al teorema di Wigner-Eckart e
alla parita, sono non nulli e dire quali elementi di matrice ridotti servono.

(b) Determinare uno degli elementi di matrice ridotti di cui al punto precedente.

(c) Dire in quanti sottolivelli si separa il livello n = 3 e con quale degenerazione (non occorre
calcolare alcune elemento di matrice; si assuma che non ci siano coincidenze accidentali per
i vari sottolivelli).

[Dati: le funzioni d’onda del sistema imperturbato sono della forma

Una delle R,,; €
2v/2 1 2
Rsa(r) = EACE W e /B
27v/5 (3a)%/2 a2

con a il raggio di Bohr. | [18 punti]

2. Si consideri un sistema di due elettroni, vincolati a muoversi in una dimensione, che si trovano
in uno stato di spin totale S = 1. Gli elettroni interagiscono secondo un potenziale

oo, Jxr—x9| >a
V(l’l;l'Q)—{ 0’ ’131—.T2‘§a

Trovare lo stato di energia piu bassa quando il momento totale ¢ nullo.
[12 punti]



II prova di recupero, 16 settembre 2010

1. Una particella di spin 1/2 & soggetta a potenziale armonico tridimensionale con pulsazione
w. L’Hamiltoniana del sistema e perturbata da un termine della forma

V=) 7,

dove A & una costante piccola (rispetto a cosa?).

Calcolare al second’ordine in teoria delle perturbazioni lo spostamento dello stato fondamen-
tale.
[8 punti]

2. Il positronio e un sistema simile all’idrogeno ed e formato da un elettrone e da un positrone.
Si consideri il positronio nel suo stato fondamentale, [ = 0. L’Hamiltoniana totale di questo
sistema puo essere scritta nella forma

H=Hy+ Hg+ Hp |

dove H, descrive I'interazione Coulombiana tra elettrone e positrone, Hg = A3, - 5, ¢ la parte
di interazione tra gli spin e ff B = —(fie + [i,) - B ¢ la parte di interazione con un campo
magnetico esterno uniforme B.

(a) Supposto B= 0, dire qual ¢ il modo piu conveniente di scrivere gli autostati imperturbati
del sistema e calcolare lo spostamento dello stato fondamentale dovuto al termine Hg.

(b) Applicando un campo magnetico debole (tale che Hp < Hg) determinare al prim’ordine
in teoria delle perturbazioni lo spostamento dei livelli del sistema descritto dall’Hamiltoniana
Hy+ Hg.

(¢) Supposto ora che il campo magnetico sia sufficientemente intenso da rendere Hg trascur-
abile rispetto ad Hp, ma pur sempre tale da consentire di trattare Hp come una pertur-
bazione, dire qual ¢ ora il modo piu conveniente di scrivere gli autostati imperturbati del
sistema e calcolare lo spostamento dello stato fondamentale dovuto al termine Hp.

[12 punti]

3. Si consideri un sistema di due elettroni, vincolati a muoversi in una dimensione, che si
trovano in uno stato di spin totale S = 0. Gli elettroni interagiscono secondo un poten-
ziale V (x1, 15) = mw?(x; — x5)?/2. Trovare lo stato di energia pitt bassa quando il momento
totale e nullo.

[10 punti]



Appello straordinario, 17 novembre 2010

1. Si consideri una perturbazione della forma
V = Ayz, A costante positiva ,

sul livello n = 3 dell’atomo di idrogeno.
(a) Si elenchino gli elementi di matrice non nulli di V.

(b) Si dica quanti elementi di matrice ridotti € necessario conoscere per determinare tutti gli
elementi di matrice di cui al punto (a).

(¢) Si calcoli il rapporto
(3,2,2|V]3,2,1)
(3,2,—1|V13,2,0) -

[10 punti]

2. Un oscillatore armonico tridimensionale isotropo (massa m, carica ¢, pulsazione w) sia sotto-
posto a un debole campo elettrico uniforme diretto lungo z.

Calcolare al prim’ordine non nullo 'effetto della perturbazione sul livello fondamentale del
sistema.
[10 punti]

3. Si consideri un sistema di due elettroni, soggetti ad un certo potenziale centrale, e si assuma
che esistono solo tre stati di singola particella disponibili, 11, 15 € 3.

(a) Scrivere tutte le possibili funzioni d’onda (7, 7%) per il sistema dei due elettroni.

(b) Se i due elettroni interagiscono mediante un potenziale della forma V (7, 75) = V (7%, 7),
calcolare (fin dove possibile) I’elemento di matrice di V' tra due qualunque funzioni d’onda
distinte di cui al punto precedente.

[10 punti]



Prova finale, 29 marzo 2011

1. L’Hamiltoniana di un atomo di idrogeno in presenza di campo magnetico ¢ data da (unita

cgs)
H = Hy + Hp + Hgp,

dove ﬁ2 )
HO - pf - g )
2m T

(& — . —
Hg=—-(L+25)-B
B 2mc( +25)-B,

—2\2 2 2 2
Hop— -y & ;g ol s

8m3c2  2m2r3c? 2m2c?

Calcolare esplicitamente 'effetto Zeeman sul livello n = 2 nel limite di Paschen-Back, cioe
considerando Hgr come perturbazione di Hy + Hp.

Dati utili:

- gli autovalori di Hy sono

0y _ TTL€4

n ——W, n:1,2,...

e le corrispondenti autofunzioni sono della forma 1, (7) = Ry (r)Y.! (6, ¢), con

a3

Ry (r) = —e /20 Roo(r) = a 2 <2 — T) e~/
21 - 2\/6@ ) 20 - 2\/5 a )

dove a = h*/(me?) ¢ il raggio di Bohr,

- valgono i seguenti valori medi

1 1 1 1 1 1
TR (RS 1) R [ S VE R VAR

r an?’

- il primo termine di Hgpr puo essere riscritto nella forma
o2
ﬁ2:2m<H0—i—> .
r
[18 punti]

2. Tre particelle identiche di spin 0 non interagenti siano soggette ad un potenziale centrale.
Cio comporta che gli stati di energia e momento angolare definito possono essere presi come
base per gli stati del sistema di ciascuna particella.

(a) Se tutte e tre le particelle hanno la stessa energia e numero quantico orbitale I; = 1,
determinare il numero di stati indipendenti in cui possono trovarsi.

(b) Dimostrare che il sistema non potra mai trovarsi in uno stato con numero quantico di
momento angolare totale [, = 0.
[12 punti]



II prova finale, 24 giugno 2011

1. Si consideri I'atomo di idrogeno, tenendo conto del fatto che anche il protone ¢ dotato di spin
1/2 e ha fattore giromagnetico g, = 5.58 (si ricordi che i, = g,e,/(2m,)5)).
i) Trascurando ogni interazione fra i momenti magnetici dell’elettrone e del protone, si dica
quanto vale la degenerazione dei livelli energetici.

ii) Si immerga poi 'atomo in un campo magnetico uniforme B , sufficientemente debole da
poter trattare in modo perturbativo il suo effetto, ma tale da rendere trascurabili gli effetti
relativistici. Si discuta come viene rimossa la degenerazione degli stati n = 1.

[10 punti]

2. Dire quali dei seguenti elementi di matrice tra stati stazionari dell’atomo di idrogeno non-
relativistico sono diversi da zero:

3,0, m'|(2* — y»)|2,1,m) .

Mettere poi in relazione tra di loro, ove possibile, gli elementi di matrice non nulli.
[10 punti]

3. Si considerino due particelle identiche, immerse in un campo esterno e non interagenti. Le
loro funzioni d’onda orbitali siano date da vy, (Z) e 1, (Z). Sapendo che entrambe le particelle
hanno spin s, si determini il numero di stati indipendenti, nel caso in cui le due particelle

siano bosoni o fermioni. Trattare a parte il caso in cui i numeri quantici n, ed ny sono eguali.
[10 punti]



I prova di recupero, 20 luglio 2011

1. Si consideri 'atomo di idrogeno nel quale, per semplicita, lo spin dell’elettrone sia sistema-
ticamente ignorato. Si assuma il fatto (spiegato dalla meccanica quantistica relativistica)
che i livelli energetici 2s e 2p non sono perfettamente degeneri, essendo il primo superiore in
energia della quantita corrispondente a 1057.7 MHz (Lamb shift).

(i) L’atomo viene immerso in un campo magnetico uniforme di modulo B, diretto lungo l'asse
z; per quale valore B; # 0 di B si crea degenerazione tra livelli con n = 2 e quali sono gli
stati corrispondenti?

(ii) Fissato il modulo del campo magnetico al valore By, 'atomo ¢ sottoposto ad un campo
elettrico uniforme di modulo E = 10 V em™!, diretto lungo I’asse z; dopo aver giustificato che
Ieffetto del campo elettrico puo essere trattato come una perturbazione degli spostamenti
indotti dal campo magnetico, dire come si spostano i livelli energetici con n = 2 all’ordine
pit basso in teoria delle perturbazioni.

[10 punti]

2. Dire quali dei seguenti elementi di matrice tra stati stazionari dell’atomo di idrogeno non-
relativistico sono diversi da zero:

(3,1, m|zy|2,1,m) .

Mettere poi in relazione tra di loro, ove possibile, gli elementi di matrice non nulli.
[10 punti]

3. Dire quali valori puo assumere lo spin totale S di due bosoni identici di spin s su stati a
momento orbitale relativo definito e pari a [. Si studi in particolare il caso in cui s = 0.
Ripetere 'esercizio per due fermioni identici.

[10 punti]



Prova finale, 16 febbraio 2012

1. Si calcolino in teoria perturbativa all’ordine 1/c? gli spostamenti del livello fondamentale e
del primo livello eccitato di un oscillatore armonico unidimensionale dovuti alla correzione
relativistica dell’energia cinetica. Si calcoli anche lo spostamento al I ordine dello stato
fondamentale del sistema perturbato.

[Si ricorda che a = /mw/(2h)(x + ip/(Mmw)).]

[10 punti]

2. Un deutone (uno stato legato composto da un protone e da un neutrone) nello stato fonda-
mentale possiede un momento di quadrupolo elettrico piccolo, ma non nullo,

(Q) = (e(22* — 2% — y*)) = 0.0027 x 107%* ¢ - cm? .

Dimostrare che il dato sperimentale implica che lo stato fondamentale non puo essere uno
stato di pura onda S, cioe con [ = 0.
[10 punti]

3. Calcolare la sezione d'urto totale per la diffusione di particelle di bassa energia da un poten-
ziale con simmetria sferica della forma

Vo, r<a
Vir) = { 0, r>a
con Vj costante positiva.
Suggerimenti: si ricordi che

i) equazione di Schrédinger per la componente in onda [ si scrive

l(ltl)l

2
@E/JFTSO;JFle—U(T)— w1 =0,

dove k? = 2mE/h* e U(r) = 2mV (r)/h%;

ii) la soluzione dell’equazione per U(r)=0 ¢ data da

@i(r) = e [cos &y ji(kr) — sind; ny(kr)]

iii) per piccoli = vale

: ! (20 — 1!
i) ~ m N I CHR T o

iv) la sezione d’urto totale & data da

Ot (k k—ﬂ Z (20 4 1) sin? 6;(k) .
1=0

[10 punti]



I prova di recupero, 19 giugno 2012

1. Si calcoli in teoria perturbativa all’ordine 1/c? lo spostamento del livello fondamentale di un
oscillatore armonico tridimensionale isotropo dovuto alla correzione relativistica dell’energia
cinetica.

[Si ricorda che a = y/mw/(2h)(z + ip/(Mmw)).]
[10 punti]

2. Si considerino gli elementi di matrice dell’operatore

V=f(r)ay,

con f(r) una generica funzione della coordinata radiale r, sugli stati con n = 3 di un atomo
di idrogeno non-relativistico.

Dire quali tra i seguenti rapporti di elementi di matrice sono calcolabili senza fare uso della
funzione f(r) e determinarli:

2,—1|V3,2,1) C(3,2,1]V[3,1,-1) (3,2,1|V3,2, 1)

Jr = =
' 2T B LV L, -1 T (3,2,01V]3,2,2)

(3,1,1|V]3,1,-1) °

[10 punti]

3. Stimare la sezione d’urto totale per la diffusione di particelle di bassa energia (solo onda S)
da un potenziale con simmetria sferica della forma

V= Vorod(r —rg) .
con Vj costante positiva (potenziale repulsivo) o negativa (potenziale attrattivo).
Suggerimenti: si ricordi che
i) 'equazione di Schrédinger per la componente in onda [ si scrive
I(1+1)
r2

2
902/+;90;+ K —U(r) — 01 =0,

dove k? = 2mE/h* e U(r) = 2mV (r)/h?;

ii) la soluzione dell’equazione per U(r)=0 ¢ data da

@i(r) = e [cos &y ji(kr) — sind; ny(kr)]

iii) per piccoli = vale
e CT s TR L A

iv) la sezione d’urto totale ¢ data da
7T [ee)
Otot ? Z 2l +1 Sln2 6l(k) .
1=0

[10 punti]



I prova finale, 6 febbraio 2013

1. Si calcoli (S.) su un autostato simultaneo dell’Hamiltoniana non-relativistica dell’atomo di
idrogeno e degli operatori J2,.J,, [2, I,. Si semplifichi il risultato il pili possibile.
[10 punti]

2. Un atomo di trizio (elettrone piu nucleo fatto da un protone e due neutroni) si trova nel suo
stato fondamentale quando, a un certo istante, uno dei neutroni subisce un decadimento-g
per effetto del quale 'atomo si trasforma nello ione 3He™ (elettrone pitt nucleo fatto da due
protoni e un neutrone). Usando la teoria perturbativa dipendente dal tempo al I ordine,
calcolare la probabilita che il sistema si trovi nello stato fondamentale dello ione 3He™.
[Dato: la funzione d’onda dello stato fondamentale di un atomo idrogenoide con numero

atomico Z ¢ 32
_ —Zr/ao
%00(77) \/E ((Z()) € )

dove aq ¢ il raggio di Bohr.]
[10 punti]

3. Per la diffusione di bassa energia (solo onda s) da un potenziale con simmetria sferica della
forma

V = Vorod(r —rg) ,
con Vj costante positiva, si sa che la fase di diffusione y soddisfa I’equazione
n’k 1
2mVyro sin®(krg)

cot g = — cot(krg) —

Calcolare la sezione d’urto nel limite Vy — oo, assumendo che cot(krg) sia diverso da zero.
Confrontare il risultato ottenuto con quello di diffusione da sfera impenetrabile di raggio r
e commentare.

La condizione cot dyp = 0 viene detta di “risonanza”. Si giustifichi questa denominazione e si
trovino i due valori piu piccoli di k& per i quali si realizza, tenendo solo i termini fino all’ordine
1/Vg.

[10 punti]



IT prova finale, 19 febbraio 2013

1. Dato 'operatore
V= f(r)zz

con f(r) una generica funzione della coordinata radiale r, si calcolino i seguenti rapporti tra
elementi di matrice fra stati con n = 3 di un atomo di idrogeno non-relativistico:

R (3,2,—1|V|3,2,1) R (3,2,—1|V13,2,0)
PTELOVIS L1 T TP (3,2,2[V3,2,1)
[8 punti]
2. Un atomo di idrogeno che a t = —oo si trova nello stato fondamentale ¢ sottoposto a un

campo elettrico debole, dipendente dal tempo, dato da

- A
E = — .
(0’0’ A? +B2t2>

(i) Scrivere il potenziale di perturbazione (carica dell’elettrone pari a e).

(ii) Dire in quali stati (n,l, m) 'atomo puo trovarsi a ¢ = oo secondo la teoria perturbativa
al I ordine.

(iii) Calcolare la probabilita di transizione a ¢ = oo in uno stato con n = 2.

[Dato: le funzioni d’onda radiali degli stati n = 1 ed n = 2 dell’atomo di idrogeno sono

1 3/2 -
Rm(?") = () 26_% 5

Qo

1 3/2 T __r 1 3/2 T __r
Rao(r) = (2a0> (2—%>€ o,  Ra(r)= (2a0> \/gaoe 0.

dove aq ¢ il raggio di Bohr.]

[12 punti]

3. Si consideri la diffusione di una particella da un potenziale reale con simmetria sferica. Si
dimostri che

A [do(6 = 0)
o< =
~ k ds?
()

dove

[Suggerimento: si usi il teorema ottico o = 4= Im f(0)].

Si verifichi esplicitamente la disuguaglianza usando I’espansione in onde parziali dell’ampiezza
di diffusione,

1 oo

=3 (20 +1) €™ sin 0; Py(cos )
1=0

N

e ricordando che P(1) = 1.
[10 punti]



I prova di recupero, 3 luglio 2013

1. Dato 'operatore
V= f(r)yz

con f(r) una generica funzione della coordinata radiale r, si dica quali dei seguenti rapporti
tra elementi di matrice fra stati con n = 3 di un atomo di idrogeno non-relativistico possono
essere calcolati senza conoscere f(r):

b (3L0[V]3.2,1) b (3213200 (3.2-1]V]3,2,0)
YTEL0V3 L 1) T (3,2,2[v3,2,1) T T (3,1,1|V[3,1,0)
[10 punti]

2. Un oscillatore armonico tridimensionale isotropo (massa m, carica ¢, pulsazione w) sia sotto-
posto a un debole campo elettrico, diretto lungo 'asse z, della forma

0, t<0,
E(t) = { Eocos(Qt)e ™ t>0.

Sapendo che a t = 0 il sistema si trova nello stato fondamentale, calcolare al prim’ordine la
probabilita di trovare il sistema in uno stato eccitato ad un istante t > 7.

[Si ricorda che a = /mw/(2h)(z + ip/(mw)).]

[10 punti]

3. Si consideri la diffusione di una particella da un potenziale con simmetria sferica e si ammetta
la possibilita che il processo abbia un canale inelastico (cioe che sia possibile che lo stato finale
sia diverso dallo stato iniziale).

Si supponga di sapere che 'ampiezza di diffusione elastica sia data da

2i0;

fal0) =S (0 + 1) -
=0

577 Py(cosb) ,

con 7; parametro reale, 0 < 7; < 1, che misura il grado di elasticita del processo nel canale [
1, = 1 per il processo totalmente elastlco n = 0 per il processo totalmente inelastico).

i) Si calcoli la sezione d’urto elastica nel canale [.

(
(
(ii) Si calcoli, usando il teorema ottico, la sezione d’urto totale nel canale [.
(iii) Si trovi, per differenza, la sezione d’urto inelastica nel canale .

(

iv) Usando il fatto che (1 —mn)? < |1 — me?|> < (14 m;)?, si trovi un limite inferiore e uno
superiore per la sezione d’urto elastica nel canale [ in funzione di quella inelastica.
[10 punti]



II prova di recupero, 3 settembre 2013

1. Dato 'operatore
V:f<7') ($2_y2) ’
con f(r) una generica funzione della coordinata radiale r, si dica quali dei seguenti rapporti

tra elementi di matrice fra stati con n = 4 di un atomo di idrogeno non-relativistico possono
essere calcolati senza conoscere f(r):

b {41.0V]4,0,0) b (43.-2VI410) (43 -1VIL L)
YT 42,1 V]4,2,-1) 27 (4,0,0[V]4,2,2) ° 7 (4,3,2|V]4,1,0)
[10 punti]

2. Un elettrone (m.c* = 511 keV) sia vincolato in una scatola unidimensionale di larghezza pari
a 1078 cm. A t = 0 esso si trova nello stato fondamentale, quando un potenziale rettangolare
di ampiezza Vy = —10* eV, centrato nel punto medio della buca e con larghezza pari a 10712
cm, viene improvvisamente introdotto per una durata di 5 x 107!® secondi, trascorsi i quali
viene rimosso.

Calcolare, al I ordine perturbativo, la probabilita che, dopo la scomparsa del potenziale
perturbante, 1’elettrone si trovi in ciascuno degli stati con n =2, 3, 4.

[Si ricorda che le autofunzioni normalizzate per una particella in una buca di potenziale
unidimensionale infinita con estremi in x = 0 ed x = a sono date da

B I T (R

altrove

e che i rispettivi autovalori sono E = n2h?/(8ma?), con n =1,2,3 ...]
[10 punti]

3. Si consideri la diffusione di una particella di alta energia da un potenziale con simmetria

sferica della forma
Vo, r<a

Vir) = { 0, r>a
con Vj costante positiva.

(a) Si calcoli la sezione d’urto differenziale, usando 1’approssimazione di Born.

(b) Si determini il valore piu piccolo dell’angolo di diffusione 6 in cui essa si annulla e si dica
come questa informazione puo essere utilizzata per determinare il valore di a.

(c) Assumendo che la particella incidente sia un protone (mc? ~ 938 GeV) e che a = 5x 10713
cm, si dica quanto deve valere almeno ’energia della particella incidente affinché sia possibile
determinare a.

[10 punti]



I prova finale, 4 febbraio 2014

1. Detti U = (U, Uy, U,) e V= (V, V,, V) due operatori vettoriali, ¢ noto che a partire da essi
si possono costruire i seguenti due tensori sferici di rango 1:

U, + iU,
vl = s v Ul = UL
¢ V. 44V,
v g2ty P

\/5 ) +0 —

Usando le componenti di U x ‘7, costruire un terzo tensore sferico di rango 1 e dimostrare
che esso soddisfa le proprieta definenti,

[ 1., TV = hgT® | e, TP =k F )k £q+ 1) TS, .

q q
[10 punti]

2. Un atomo di idrogeno che al tempo t = 0 si trova nello stato fondamentale & sottoposto ad
una perturbazione descritta dal potenziale

V=Azye ™, A>0, a>0.

Assumendo che A sia sufficientemente piccola da consentire ’applicazione della teoria per-
turbativa dipendente dal tempo al I ordine,

(i) dire quali sono gli stati eccitati nei quali I'atomo puo trovarsi per ¢t — oo;

(ii) tra gli stati individuati al punto precedente, isolare quelli con il piu piccolo valore del
numero quantico principale n e calcolare la probabilita di transizione verso questi stati per
t — oo (lasciare non calcolato il solo integrale sulla coordinata radiale).

[10 punti]

3. Si consideri un dipolo elettrico, costituito da due cariche +@) e —(@) poste a distanza 2a. Si
consideri ora una particella di carica +@) e di massa m con un vettore d’onda k perpendicolare
alla direzione del dipolo. In siffatte condizioni, il potenziale di interazione tra la carica
incidente e il dipolo ¢ dato (in unita cgs) da

V(r) = Q& Q&

S F+al Jr—al’

avendo chiamato @ e —a 1 vettori che individuano rispettivamente la posizione delle cariche

+@Q e —(Q del dipolo.
(i) Calcolare 'ampiezza di diffusione in approssimazione di Born.

(ii) Trovare le direzioni in cui ¢ massima la sezione d’urto differenziale.

[Integrale utile: [ d®r %“ _ %r ]

[10 punti]



I prova di recupero, 22 luglio 2014

1. Detti U = (U, Uy, U,) e V= (V, V,, V) due operatori vettoriali, ¢ noto che a partire da essi
si possono costruire i seguenti due tensori sferici di rango 1:

U, + iU,
vl = s v Ul = UL
¢ V. 44V,
v g2ty P

\/5 ) +0 —

Usando le proprieta definenti di un generico tensore di rango k,

[T, TV = hgT® | e, TP = h/(kF @) (k £q+ 1) TS

q

verificare che gli operatori

UaaVo + UV UrVoy +2U00Vo + U1 V4
V2 ’ V6 ’

formano le componenti di un tensore sferico di rango 2.

Uilvil )

[10 punti]

2. Un atomo di idrogeno che al tempo t = 0 si trova nello stato fondamentale ¢ sottoposto ad
una perturbazione descritta dal potenziale

V=Azze ™, A>0, a>0.
Assumendo che A sia sufficientemente piccola da consentire I’applicazione della teoria per-
turbativa dipendente dal tempo al I ordine,

(i) dire quali sono gli stati eccitati nei quali I'atomo puo trovarsi per ¢t — oo;

(ii) tra gli stati individuati al punto precedente, isolare quelli con il piu piccolo valore del
numero quantico principale n e calcolare la probabilita di transizione verso questi stati per
t — oo (lasciare non calcolato il solo integrale sulla coordinata radiale).

[10 punti]

3. Una particella di massa m, carica () e momento p ¢ diffusa dal potenziale prodotto da
una distribuzione di cariche con simmetria sferica p(r), cioé da un potenziale che soddisfa
I'equazione di Poisson (unita cgs), VU = —4mp.

Supponendo che:

e p si annulli per r — oo piu rapidamente di qualsiasi polinomio;
e la carica totale che genera il potenziale sia nulla, cioe [ p(r)dr = 0;
e sia noto che [72drp(r) = A;

calcolare in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale a piccoli angoli.

[Suggerimento: si usi I'espansione €77 = 1+ iq - 7+ 5(¢- 7)* + -+, dove ¢ ¢ il momento
trasferito.]
[10 punti]



II prova di recupero, 2 settembre 2014

1. Detti U® e V) due tensori sferici rispettivamente di rango 2 e di rango 1, si dimostri a
partire dalle proprieta definenti di un generico tensore di rango k,

1., TV = hgT® | e, TP =0/ (kF q)(k £q+ 1) T

q

che
U2(2) Vl(l)

¢ una componente (quale?) di un tensore sferico di rango 3.
[10 punti]

2. Un atomo di idrogeno che al tempo t = 0 si trova nello stato fondamentale ¢ sottoposto ad
una perturbazione descritta dal potenziale

V=Aze ™, A>0, a>0.
Assumendo che A sia sufficientemente piccola da consentire 'applicazione della teoria per-
turbativa dipendente dal tempo al I ordine,

(i) dire quali sono gli stati eccitati nei quali 'atomo puo trovarsi per ¢ — oo;

(i) tra gli stati individuati al punto precedente, isolarne uno tra quelli con il piu piccolo
valore del numero quantico principale n e calcolare la probabilita di transizione verso questo

stato per t — oo (lasciare non calcolato il solo integrale sulla coordinata radiale).
[10 punti]

3. Si calcoli in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale per la diffusione di una
particella di massa m in un potenziale repulsivo della forma

U(r)=Ae"/"  A4>0.

[10 punti]



I prova finale, 2 febbraio 2015

1. Dire quali degli elementi di matrice (n',l’, m'|zy|n,l, m) tra stati imperturbati di un atomo
di idrogeno non-relativistico possono essere diversi da zero.
[8 punti]

2. Un atomo di idrogeno che al tempo ¢ = —e (con € > 0) si trova nello stato fondamentale ¢
sottoposto ad una perturbazione impulsiva descritta dal potenziale

V=Azo(t), A>0.

Assumendo che A sia sufficientemente piccola da consentire ’applicazione della teoria per-
turbativa dipendente dal tempo al I ordine,

(i) dire quali sono gli stati eccitati nei quali ’atomo puo trovarsi per ¢ > 0;

(i) tra gli stati individuati al punto precedente, isolarne uno tra quelli con il pit piccolo
valore del numero quantico principale n e calcolare la probabilita di transizione verso questo
stato (lasciare non calcolato il solo integrale sulla coordinata radiale).

[10 punti]

3. Si vuole studiare il processo di assorbimento di un fotone da parte di un elettrone libero
non-relativistico. In assenza di interazione, I’Hamiltoniana e data da

—9
= 7
2m

9

i cui autostati sono stati di definito impulso p'= hq, la cui funzione d’onda e data da

1 ..
(T]q) = a(¥) = ﬁezqm :

avendo adottato la normalizzazione in un volume L? e condizioni periodiche al contorno.
L’energia dello stato |¢) ¢ pari a
L P (P
q _— — .
2m 2m

Al prim’ordine perturbativo, la probabilita di assorbimento di un fotone da parte di un
elettrone libero e data da

dt
dove H' ¢ il termine dell’Hamiltoniana di interazione lineare nel potenziale vettore A.

dP 2w .
= T A1) Py~ B

(a) Detti p; = hq; e py = hqy gli impulsi iniziale e finale dell’elettrone, hk e A\ I'impulso
del fotone e il suo indice di polarizzazione, esplicitare I’elemento di matrice (f|H’|i) per un
generico numero di fotoni n; , nello stato iniziale;

(b) utilizzando la proprieta
—iqF ipd

e e
3 /L3 /L3
verificare che 'elemento di matrice (f|H’|i) implica la conservazione dell’impulso

hg, + hk = hdy ;

=,

G0 s

(c) dimostrare che la conservazione dell'impulso ¢ incompatibile con quella dell’energia e che,
pertanto, il processo in questione non e fisicamente possibile.
[12 punti]



IT prova finale, 18 febbraio 2015

1. Calcolare i seguenti rapporti di elementi di matrice tra stati imperturbati di un atomo di
idrogeno non-relativistico:
(3,2,1|x2|2,1,0) (4,2,1|xz|2,0,0)

YT3,1,0[x2[2,1,1) 27 (4,2, —1]zz[2,0,0)

[8 punti]

2. Un oscillatore armonico unidimensionale con pulsazione wy si trovi nello stato fondamentale
per t < 0 e sia soggetto, a partire dal tempo ¢t = 0, ad una perturbazione della forma

V(t) = Fox cos(wt) .
Assumendo che Fj sia sufficientemente piccola da consentire I’applicazione della teoria per-
turbativa dipendente dal tempo al I ordine e che w # wy:
(i) dire quali sono gli stati eccitati nei quali il sistema puo trovarsi per ¢t > 0 e calcolare le
probabilita di transizione verso di essi;
(ii) calcolare il valor medio (z) in funzione del tempo.
Discutere come cambiano le risposte nel caso w = wy.

[Formula utile: a = \/mw/(2h)(Z + ip/(mw))].

[10 punti]

3. Si vuole studiare il processo di diffusione di un fotone da parte di un elettrone libero non-
relativistico:
Yy+e—y+e.

In assenza di interazione, I’Hamiltoniana e data da

]5'2

T om
i cui autostati sono stati di definito impulso p'= hq, la cui funzione d’onda e data da
L igs

(Tq) = ¥g(7) = ﬁe ;

avendo adottato la normalizzazione in un volume L? e condizioni periodiche al contorno.
L’energia dello stato |¢) ¢ pari a

Hy

g P _ 0P
= = )
2m 2m

Indicati con (hk;, \;) e (fikf, As) il momento e Vindice di polarizzazione del fotone incidente
e di quello diffuso e con hg;, hqy i momenti dell’elettrone nello stato iniziale e nello stato,
rispettivamente, calcolare al prim’ordine perturbativo la probabilita di transizione nell’unita
di tempo causata da H " cioe dal termine dell’Hamiltoniana di interazione quadratico nel
potenziale vettore A.

A tal fine, puo tornare utile la formula seguente:
o—i0T piPE

L3 1/L3 1/[/3

d3(L‘ = 5@’75 .

[12 punti]



Appello straordinario, 13 aprile 2015

1. Calcolare i seguenti rapporti di elementi di matrice tra stati imperturbati di un atomo di
idrogeno non-relativistico:

<47 37 1’(132 B y2)|27 17 _1> <37 27 —1‘(1’2 B y2)’27 17 1>

R = Ry, =
' <4’37 —2|($2 - y2)’2> 170> ’ ? <37 27 2’(%2 - yQ)‘27070>

[8 punti]

2. Un atomo di idrogeno che al tempo t = 0 si trova nello stato fondamentale & sottoposto ad
una perturbazione descritta dal potenziale

V= A2 —y?) e "
Assumendo che A sia sufficientemente piccola da consentire ’applicazione della teoria per-
turbativa dipendente dal tempo al I ordine,

(i) trovare le regole di selezione per le transizioni indotte da V' al prim’ordine in teoria
perturbativa (si consideri un generico stato iniziale |n, [, m));

(ii) se a t = —oo 'atomo si trova nello stato fondamentale, calcolare al prim’ordine in teoria
delle perturbazioni la probabilita di transizione per t = 400 verso gli stati accessibili (lasciare
non calcolato il solo integrale sulla coordinata radiale).

[10 punti]

3. Un fascio di particelle di spin 1/2 e massa m ¢ diffuso da una bersaglio che consiste di nuclei
pesanti, anch’essi di spin 1/2. L’interazione tra una particella del fascio e un nucleo sia data

V =C5 5097 — 1),
dove C' e una costante piccola, § ed Sy sono gli spin della particella del fascio e del nucleo,

rispettivamente, mentre x; e I's sono le loro posizioni.

Calcolare la sezione d’urto differenziale e quella totale in approssimazione di Born, mediando
sugli stati di spin iniziale e sommando su quelli di spin finale.
[12 punti]



I prova di recupero, 16 giugno 2015

1. Using only the Wigner-Eckart theorem, relate as much as possible the matrix elements
r +y
V2

between stationary states of a particle in a central field.

' I'=2m|F

In,l =1,m) and (n',l'=2,m =0|z|n,l=1,m =0)

[8 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at t = 0 undergoes an impulsive perturbation
of the form

V=A0(x)0(y)o(z—ct), A>0, c¢>0.
Assuming that A is small enough to allow the application of first order perturbation theory,
(i) calculate the transition probability at ¢ = +00 to the state 2s;

(ii) discuss the limit of instantaneous perturbation, ¢ — oo.
[10 points]

3. Calculate the lifetime of the 2p states with m = +£1 in the hydrogen atom with respect to
the decay into the 1s state (perform all the steps of the calculation and give the final result
in seconds).

[12 points]
Useful formulas:

Rio(r) = (1>3/z 25 Ru(r) = <1>3/2 (2 _ 7”> 7% . Ru(r) = ( 1 )3/2 B

a 2a



II prova di recupero, 21 luglio 2015

1. Write the selection rules for the matrix elements of the operator xzz between stationary states
of a particle in a central field.
[8 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at ¢ = 0 undergoes a perturbation of the form

V— Ax, for 0 <t <ty
10, for ¢t >tg.

Assuming that A is small enough to allow the application of first order perturbation theory,
calculate the transition probability at ¢ = +oo to the state |2,1,1) and plot the result as a
function of tg.

[10 points]

3. We want to calculate the unpolarized total cross section for the scattering of light by a free
electron, considering only the contribution from the interaction term H”. The starting point
is the known expression for the transition rate in the case of one photon in the initial state,

P 8r( 1 e\ [2nhe?\?
dt 2mc? 4meg L3

h
& ?

A CEpag

h2q_;-2 h2q_}2
WEZWEf 5Ef+qf7’;i+@ 5 (hwkz + 27’7’1, — h(.ka —_ ,

where 7@/;Z and hk ¢ are, respectively, the momenta of the photons in the initial and final states,
Ai and Ay denote their polarization states, hq; and hgy are, respectively, the momenta of the
electrons in the initial and final states. Then, we have to

(i) divide by the incoming photon flux, equal to ¢/L? for the case of one photon in the initial
state,

(ii) average over the initial photon polarizations and sum over the final photon polarizations,

(iii) sum over the momenta of electron and photon in the final state (neglecting the electron
initial and final energy in the argument of the Dirac delta).

Work out these steps and get the cross section in fm?.
[12 points]

Useful formulas:

N2 1\Y2
Rlo(T) = (a,) 2e a s Rgl(T’> = (2(1) Eefr/Za .



IIT prova di recupero, 8 settembre 2015

1. Show that all the components of the electric quadrupole operator, defined as

1 o
§r2(5ij, i,j=1,2,3, (rP=a]+a5+a;=a"+y°+27),
can be written as combinations of rank-2 spherical tensors. Thereafter, write the selection
rules on the quantum number [ for the matrix elements of the quadrupole operator between

stationary states of a particle in a central field.

Qij = wivj —

[10 points]
2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at ¢ = 0 undergoes a perturbation of the form

V- Axy, for 0 <t<t
a 0, for t >t .

Assuming that A is small enough to allow the application of first order perturbation theory,
calculate the transition probability at ¢ = 400 to the state |3,2,2), up to the integral in the
radial coordinate.

[8 points|

3. Consider an atom decaying from the state |a;) to the state |as) with the emission of one
photon. The transition rate for this process depends on the matrix element

(as|(p- &) e lai)

where hk is the momentum of the emitted photon, €;  is its polarization vector and we
remind that p'and Z are operators acting on the states of the atomic system.

This matrix element is usually calculated in the dipole approzimation, which amounts to
replace e~ *% with 1. In some cases also the contribution to the matrix element from the
next term in the expansion of the exponential, —ik - &, could be relevant:

MW = (as|(5- &,) (=ik - D)la;) -

(i) Show that the two factors (p'- € ) and (k- Z) in MD can be written in any order.

Then, rewrite (p'- € ) (k- ) as kiejx;p; (sum over ¢ and j understood) and decompose the
operator z;p; in a symmetric and an antisymmetric part as follows:

1 1
zip; = =(zipj + zjpi) + = (wip; — xp;) -
2 2

(ii) Write the antisymmetric part of M) as a matrix element of the orbital momentum.

(iii) By using suitable commutation relations, remove the dependence on the momentum
operator in the symmetric part of M and write it in terms of matrix elements of the
electric quadrupole operator, Q;; = x;x; — %TQ(SU.

[12 points]



Appello straordinario, 17 novembre 2015

1. Write all components of a rank-2 spherical tensor using the vector 7= (x,y, z) and the vector

D= (Das Py, D2)-
[10 points]

2. A hydrogen atom in the state |n,1,0) at ¢ = 0 is subjected to an electric field of the form

- 0, t<0,
E(t):{ Eoe_t/T, tZO,

with Eo = (0,0, Ey). Calculate in first order perturbation theory the probability that the
system is found in the state |n,2,m), m = 0,£1,4+2 at a time t > 7.
[10 points]

3. Calculate the Born approximation to the differential and total cross sections for the scattering
of a particle with mass m off a potential of the form

V(i) = ASP () .
[10 points]



I prova finale, 11 febbraio 2016

1. Given a particle with definite orbital quantum number [ and spin s, use the Wigner-Eckart
theorem to calculate the ratio

(o, j =3/2,m =3/2|Ly|a,j = 3/2,m =1/2)
(/5 =3/2,m=1/2|L.|e,j =3/2,m=1/2)

where L, and L, are components of the orbital angular momentum operator. Check your
result using the projection theorem.
[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at ¢ = 0 undergoes a perturbation of the form

0, for t <0
V=< Ap,, for 0<t<t
0, for t >t .

Assuming that A is small enough to allow the application of first order perturbation theory,
calculate the transition probability at t = +o0 to any of the states 2p. What happens in the
limit g — oo?

[10 points]

3. The lifetime 7 for the decay of an excited matter state |i) with energy F; to a state |f) with
energy Iy by emission of one photon is given, in the dipole approximation, by

I 4 e? wj’ii

;—5471'60 h03|<f|f‘l>|27
where wy; = (E; — Ef)/h. Using the relations
¥ 1 1. d7
7:7_»Hm7 7:.777Hma
at ~ el G = g el

where H,, is the Hamiltonian of the matter system, replace in the expression for 1/7 the
matrix element of the position operator ¥ with that of the acceleration operator d*7/dt>.

Then, give the expression for the energy emitted per unit time and compare it with the

classical Larmor formula,
2

dt?

dE_2 e 1

dt 3 4mey 3

[10 points]

Useful formulas:

1\ 3/2 . 1\3/2
Rio(r) = <a> %%,  Ru(r) = (2a> EB—T/ZI ’



I prova finale, 25 febbraio 2016

1. Write a spherical tensor T2(3) in terms of the components of the vectors u, v and @ (use all

the three vectors).
[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at t = 0~ undergoes a perturbation of the form

V =Az4(t).
i) Determine the dimension of the constant A.

ii) Recalling that the force Fis equal to —ﬁV, give a physical interpretation of the potential
V.

iii) Assuming that A is small enough to allow the application of first order perturbation
theory (how small?), calculate the transition probability at ¢ = 0T to any of the states 2p.
[10 points]

3. Recalling that the electric and magnetic fields are related to the vector potential field by

EFE=———, and B=VxA,
ot
and using the Heisenberg equations of motion for the destruction operator in the non-
interacting case,
dCLEU
dt

calculate the dispersion of free electric and magnetic fields, E and B , on the vacuum. (The
dispersion of a vector operator X is defined as (AX)? = (X?) — (X)2.)

= —lWpag,

[10 points]

Useful formulas:

1 3/2 . 1 3/2 r
= ()5, 1= ()" e



Appello straordinario, 6 aprile 2016

1. A proton in a nucleus be described by the state |, j = 3/2,m;), where j and m; are the
quantum numbers of the total angular momentum of the proton, while o denotes collectively
all other quantum numbers. This proton, at a certain time, absorbs an X-ray photon, which
was propagating along the y-axis, making a transition to a new state |/, j/, m&) In the dipole
approximation the transition matrix element is proportional to

<Ck/,j/, m;|y|a7] = 3/27 mj> .

What are the possible values for j* and m/;? Assuming m; = 1/2 and j" = 3/2, compare the
relative probabilities of the allowed transition.
[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at ¢ = —oco undergoes a perturbation of the
form V =Az (5(15 +1tp) —0(t — to)).

i) Determine the dimension of the constant A.

ii) Recalling that the force Fis equal to —ﬁV, give a physical interpretation of the potential
V.

iii) Assuming that A is small enough to allow the application of first order perturbation
theory (how small?), calculate the transition probability at ¢ = 400 to any of the states 2p.
[10 points]

3. A hydrogen atom in the state [n = 2,1 = 1, m = +1) decays spontaneously to the state 1s.
Where should we place a photodetector to maximize the probability to observe the emitted
photon?

[10 points]

Useful formulas:

N2, 1\*? r
RlO(T) = <a> 26_5 y R21 (T) = (2&> EQ_T/ZI .



Appello di recupero, 16 giugno 2016

1. Given the matrix element
<o/,j’,m;|w|a,j = 1/27m]> ’

find the values for j' and m/; for which it can be non-zero. Then, assuming m; = —1/2 and
j' = 3/2, calculate all possible ratios between non-zero matrix elements.
[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at ¢ = —oo undergoes a perturbation of the
form
0 t<0,
V= Ax 0<t< to ,
0 t Z tO )

where A is a real constant. Assuming that A is small enough to allow the application of first
order perturbation theory (how small?), calculate the transition probability at ¢ = 400 to
any of the states 3p.

[10 points]

3. Show that, in first order perturbation theory with the dipole approximation and neglecting
spin interactions, the only permitted transitions from the level n = 3 to the level n = 1 of the
hydrogen atom with the emission of one photon are those from an initial state of the kind

3p.
Then, under the same approximations, calculate the lifetime of each of these transitions.
[10 points]

Useful formulas:

N2, 4 /1\%? r\ T
R = (5) 25 R =g e () (0-0) b

)



Appello di recupero, 7 luglio 2016

1. Write all components of a rank-3 spherical tensor, using only the position operator ¥ =

(x,y, 2).
[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s is subject, from the time ¢ = 0 to the time
t = ty, to a potential of the form

V =AxS,, A constant .

Assuming that the spin of the electron is initially along the positive z-axis, specify in which
of the states of the n = 2 level the atom can be found at t > tj, according to first order
time-dependent perturbation theory, and calculate the corresponding transition probability.

[10 points]

3. Calculate in first order perturbation theory with the dipole approximation the lifetime of a
three-dimensional isotropic harmonic oscillator, initially in the state |n, = 0,n, =0,n, = 1),
with respect to the one-photon decay to the fundamental state.

[10 points]

Useful formula:

a = /mw/(2h)(z + ip/(mw)) .



Appello di recupero, 15 settembre 2016

1. Build a rank-0 spherical tensor from two vector operators & and ¢ and verify explicitly that
it satisfies the defining commutation relations.
[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s is subject, from the time ¢ = 0 to the time
t = ty, to a potential of the form

V =AzS,, A constant .

Assuming that the spin of the electron is initially along the positive z-axis, specify in which
of the states of the n = 2 level the atom can be found at ¢ > tj, according to first order
time-dependent perturbation theory, and calculate the corresponding transition probability.

[10 points]

3. A particle with mass m is confined in a cubic box with side L. Calculate in first order
perturbation theory with the dipole approximation the lifetime for the transition from the
initial state |n, = 1,n, = 1,n, = 2) to the fundamental state |n, = 1,n, = 1,n, = 1), with
respect to the one-photon decay.

[10 points]

e Useful formulas (hydrogen atom):

3/2

— —3/2
a z —r/2a R20(r) — a (2 _ 7’> e—T/Qa )

e One-dimensional infinite potential well with side L: the eigenfunctions are

¢n(x):{ \/%SHE)(T:C) Oszsl n=12 ...

otherwise

1\32 .
Rlo(r):<a> 2% 5, R(r)

The corresponding eigenvalues are E, = n*h?/(8mL?).



Appello straordinario, 2 novembre 2016

1. Given a rank-1 spherical tensor TW| recall the defining commutation relations that must be
satisfied by its components. Then, use them to show that the Cartesian components of that
tensor,

(1) (1) 1) (1)
jz—jl_ 1\/—1 ) 1 12_2 ! . ’ jz—IS_Qél)a

V2
satisfy the commutation relations

[10 points]

2. A hydrogen atom in the fundamental state 1s at t = —oo is subject to a potential of the form
V = Axyd(t), A constant .

Specify in which of the states the atom can be found at ¢ = 400 according to first order
time-dependent perturbation theory, and calculate the transition probability for one of those
with the lowest n, up to the integral in the radial coordinate.

[10 points]

3. Calculate in first order perturbation theory with the dipole approximation the lifetime of a
three-dimensional isotropic harmonic oscillator, initially in the state

|7) 1 (| 1 0 0) + | 0 1 O)>
\/§ x ) Iy s Iz T ) Iy s 1oz 9

with respect to the one-photon decay to the fundamental state.
[10 points]

Useful formula:

a = /mw/(2h)(x +ip/(mw)) .



SOLUZIONI



Prova finale, 22 marzo 2004

1. (a) Indichiamo con

_exp (1D - /) exp (ipy - 7/h)
(2mh)3/2 7 (2mh)3/2

le funzioni d’onda di una particella con impulso definito e pari a p, e a pj, rispettivamente.

a(7) Wy (T) =

Poiché il sistema in esame e un sistema di fermioni, la funzione d’onda, data dal prodotto
esterno di una funzione d’onda spaziale ¥ e di una funzione d’onda di spin y, deve essere
globalmente anti-simmetrica sotto lo scambio delle due particelle.

Distinguiamo i due casi di spin totale pari a 0 e ad 1.

Nel caso di spin totale pari a 0, I'unico stato di spin possibile per il sistema e lo stato anti-
simmetrico dato da

1

X=1[5=05.=0)= ﬂ(|+>1|—>2 = [)al=01)

dove |£);, i = 1,2, rappresenta lo stato di spin della particella i-esima con componente lungo
z pari a +h/2. La funzione d’onda v deve essere allora simmetrica sotto lo scambio delle due
particelle e risulta essere

O, 7) = ;5

Nel caso di spin totale pari a 1 con terza componente dello spin uguale a zero, abbiamo

=18 = 1.8, = 0) = —=(1hl D2+ 10l

che e simmetrica sotto lo scambio delle due particelle. La funzione d’onda 1) deve essere
allora anti-simmetrica sotto lo scambio delle due particelle e risulta essere

R L
0l 72) = 75 (ValFR) — vulF)n(rs))

(ValF)n(72) + da(Fi)al))

(b) Per il sistema di due particelle di spin 2, lo spin totale S puo prendere valori 4, 3, 2, 1 e
0. Gli stati di spin totale pari a 4, 2 e 0 sono simmetrici sotto lo scambio delle due particelle,
gli altri sono invece anti-simmetrici. Poiché il sistema in questione ¢ un sistema di bosoni, lo
stato del sistema deve essere descritto da una funzione d’onda simmetrica, cioe deve essere
una combinazione lineare di stati con spin totale pari a 4, 2 e 0. Dal momento che la terza
componente dello spin di ciascuna delle due particelle e pari a 0, lo stato del sistema deve
essere una combinazione lineare degli stati

S=4,5,=0), |S=25.=0), |S=0,5. =0).

2. Osserviamo innanzitutto che con le componenti del vettore er’ & possibile costruire il tensore
sferico di rango 1 le cui componenti sono date da

T _ _e(m+z’y)
+1 v2
e —iy)

V2

To(l) = ez,



da cui segue che
1(<n m)
ex = —(12] =T .
\/5 1 +1

Dalla regola di m-selezione (Sakurai, (3.10.28)) segue che 'operatore ez ha elementi di matrice
non nulli tra stati con lo stesso valore della terza componente del momento angolare, mentre
I'operatore ex ha elementi di matrice non nulli tra stati le cui terze componenti del momento
angolare differiscono di 1 in valore assoluto.

11 teorema di Wigner-Eckart (Sakurai, (3.10.31)) mette in relazione tra di loro tutti gli ele-
menti di matrice delle componenti di un tensore sferico di rango k:
(@317 |es)

V2Zi+1

(o T jm) = (G (gl ) ')
Nel nostro caso questa formula diventa
(n'=3,l'= 2,m’|Tq(1)|n =2,1=1,m)

'=3,I' =2|TW|jn = 2,1 = 1)
- l:17 k‘:]_7 >l/:2, /<n ) ) :
(¢ = 1mlk = L.ql) I = 2,m) —

dove g =—1,0,+1,m=—1,0,+1edm' = —2,—1,0,+1, +2. Il secondo fattore al IT membro
¢ il cosiddetto elemento di matrice ridotto (EMR),

(n' =3,1'=2||TY|ln=2,1=1)

(EMR) = VoY :

Se calcoliamo uno degli elementi di matrice non nulli dell’operatore Tél) = ez, possiamo es-
primere tutti gli elementi di matrice di ex in termini di questo. Consideriamo allora I’elemento
di matrice
W =3,0=2,m =0|T\"n=2,1=1,m=0)
(n' =3,1' =2|TV|jn=2,1=1)
V2l+1

E(UZlm%:m%:1&200W:2mf:®~@MR%

:(@:Lm:m@:1ﬂ:m)r:zwzo>

da cui troviamo che

(n' =3,1'=2,m' =0|T{"|n=2,1=1,m =0)

(EMR) =
(a:Lm:m%:1ﬂ:m)y:zmem>

Calcoliamo ora tutti gli elementi di matrice non nulli di ex = (T W _ Till)) /V/2. Essi sono
dati da

1
<w:&r:2mﬂ=mV§@ﬂhqﬂvm:zz:Lm:1>

(n' =3,I' =2||TW||n =2,1 =1)
V20 +1

= (=t == g =+ ) =2 = 2) - (EMR),

Jn:uw:14:+40w:2my:m

Il
|
Nis
DO
N
—
o~
Il
—_



1
<n’:3,5’_2,m’:0\\/§(T£13—Tﬁf)m_z,z 1,m:1>
1
—ﬂ(<zz1,m:1|<k:1 :—1|)u'_2m_o> (EMR)

1
n' =3, =2,m = 1|<T(1) (11))|n:2l:1m20
) ) \/— + ) )

((z —Lm=0l(k=1,q= +1|>u' —2,m' = 1)- (EMR) ,

n'=31=2m=-1]—7= ( T(11>|n—2l—1m—0
I 9 \/— -+

1
_ <<zz Lm=0|(k=1,q = —1])|l':2,m’: _1)- (EMR)

1
n'_3l’_2m’_0|(T£” (”>yn_2l1m_—1
7 7 \/§

<<z —lm=—1k=1,q= +1|>|z' —2,m' = 0)- (EMR) ,

W= 3,0 = 2,m = —2|— <T<1> T(11>)|nzzz:1m:—1
) I \/— + 9 I

- \}i(a = Lm = =1k = 1g = —1)Il =2, = =2) - (EMR)

Ciascuno di questi elementi di matrice & espresso, attraverso (EMR), in termini dell’unico
elemento di matrice supposto noto,

(' =31'=2m =0|T\"|n=2,1=1,m=0),

e di coefficienti di Clebsch-Gordan, reperibili nelle opportune tabelle.



I prova di recupero, 14 luglio 2004

1. (a) Detta 1, 4 () = ¢¥n(x)x+, dove ¥y, (x) & 'n-esima autofunzione dell’oscillatore armonico
unidimensionale, corrispondente all’energia F,, = (n+ 1/2)hw e x4 ¢ la funzione d’onda
corrispondente allo stato di spin |s = 1/2,s, = £1/2), lo stato di minima energia del
sistema di tre particelle & quello in cui due particelle con spin opposti si trovano nello
stato con n = 0 e la terza in quello con n = 1. Questo stato ha energia

E:2-h—w+1-@:§hw.
2 2 2
La funzione d’onda di questo stato e ottenuta anti-simmetrizzando completamente la
funzione d’onda
Vo1 (1), (22)Y1 2 (T3)
rispetto a tutti i possibili scambi tra coppie di particelle.
(b) Detto S = 5’1 + 5'2 lo spin totale, possiamo innanzitutto riscrivere il potenziale V' nel
modo seguente:

N? 5 = 2\2 (S) + 5)? — 57 — 52
Vvt (2) 8 S=voan (B) BES S5
h h 2
Valgono, inoltre, i seguenti valori medi sugli stati di spin del sistema delle due particelle
(ricordiamo che per il sistema di due particelle di spin 1/2 i possibili valori di S sono 0

ed 1):

Py = (&2 :h2< 1>:h2,
(5% = (5 = (5+1) =1
I 0 per S =0
2\ 3
(51 + 5) >_{ R*1(1+1)=2h% per S=1.
Pertanto, abbiamo che
(V) = Vo—3Vy per S=0,
] W+Vi perS=1.
Nel caso (i) di funzione d’onda delle coordinate spaziali simmetrica, la funzione d’onda
di spin deve essere anti-simmetrica, per avere una funzione d’onda globalmente anti-
simmetrica. Cio implica che S = 0 e quindi (V) = Vj — 3V;. Nel caso (ii), invece, la
funzione d’onda di spin deve essere simmetrica, cioe S = 1, e quindi (V') = Vj + V.
2. Ricordando che i tensori sferici sono definiti dalla proprieta di trasformare sotto rotazioni
come le armoniche sferiche, per trovare le componenti di un tensore sferico di rango 2 espresso
in termini degli operatori (z,y, 2) & sufficiente riscrivere le Y;2 nel modo seguente

15171
2 _ N2
Vh = g a0
151
Y2 = | [zt
+1 S 12 [F(x £ iy)2]
151 1
Y2 — I 2 .2 )
" = Vsre [\/6(32 ’ )]

Le espressioni nelle parentesi quadre delle tre equazioni di sopra possono essere identificate,

rispettivamente, con 7 fz), Tfl) e Téz). E ovvio che ogni altra scelta che differisce da quella
fatta per una costante moltiplicativa comune a tutte le componenti di Tq(z) va ugualmente
bene.



1.

(a)

II prova di recupero, 6 ottobre 2004

L’Hamiltoniana Hj ¢ separabile nella somma di due Hamiltoniane di oscillatore armonico
unidimensionale,

2 2 2

2 2
2 2\ pa: mw 2 py mw 2:H H
(z +y)—[2m+ 2x]+[2m+ Zy]_ 01+ Hoo .

2 2
P D mw

H, =22 4+ Y
0 2m+2m+ 2

Dell’Hamiltoniana H,; conosciamo gli autostati |n;) ed i rispettivi autovalori, E,, =
hw(n; +1/2), con n; = 0,1,.... Le autofunzioni di Hy; sono ovviamente le 1, (z) =
(w|n1), quelle di Hoz le 1, (y) = (y[n2).

Gli autostati di Hy sono della forma |nq,ng) = |ni)|ng) e gli autovalori corrispondenti
sono Ey, n, = En, +E,, = hw(n;+ny+1). Il livello fondamentale ¢ quello corrispondente
an; =nyg =0ed e pari ad Eyy = hw. Esso e evidentemente non-degenere. 11 I livello
eccitato ¢ realizzato perny = 1,ny = 0edny = 0,ny = 1. Essoe paria By g = Ey; = 2hw
ed e doppiamente degenere.

Per quanto riguarda il livello fondamentale, che & non degenere, lo spostamento al I
ordine perturbativo e dato da

ASY = (0,0[V]0,0) = emw?(0][0)(0]y0)

= e [ i) [ yi)nudy =0,

poiché le autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale hanno parita definita.

I1 T livello eccitato e doppiamente degenere, pertanto per calcolare lo spostamento al I or-
dine perturbativo dobbiamo prima scrivere la matrice rappresentativa di V' sull’autospa-
zio relativo al I livello eccitato:

( (1,0[V[1,0) (1,0|V]0,1) )
(0,1|V|1,0) (0,1|V]0,1) | -

Gli elementi di matrice (1,0[V]1,0) e (0, 1/V]0, 1) sono nulli per lo stesso motivo per cui
lo era (0,0[V]0,0), mentre

n [ hh
(L,0[V]0,1) = {0, 1[V]1,0)" = emuw?(Lle|0)(0ly[1) = emuw’ |-~ %267“

(Sakurai, (2.3.25a)). Quindi la matrice della pertubazione &

hw [0 1
“5\10)>

i cui autovalori sono ehw/2 e gli autovettori (normalizzati) Js :i:ll ) Quindi gli
autostati imperturbati ed i relativi spostamenti energetici al I ordine perturbativo sono
1 hw
— 1,0+0,1), AW = pe—

(110 + 0.1 :
1 hw
— 1,0—0,1), AL =
(L0 - 5



(c) Consideriamo ’'Hamiltoniana perturbata H = Hy + V,

2 2 2
mw
H=2e —py+

2m 2m 2

Definendo i seguenti nuovi operatori posizione ed impulso,

(2 + y* + 2exy) .

Tty Pz + Dy
X == 5 P = )

V2 V)
Vv — r—yY PY:px_py

75

che soddisfano relazioni di commutazione canoniche, troviamo facilmente che

P2 P2 mmu? mw?
H=-%4_ Y 1 X? 1—€)Y?
o + om + 5 ( + 6) + ( 6) ,

che e separabile nella somma di una Hamiltoniana di oscillatore armonico unidimen-
sionale lungo X con pulsazione wy/1 + € e di una Hamiltoniana di oscillatore armonico
unidimensionale lungo Y con pulsazione wv/1 — €. Quindi gli autovalori esatti del sistema
sono dati da

e 1 1
Enin, = hwvl+e (nl +2> + hwv1l —¢ <n2+2>
hw
E,S?M + 67(711 —ny) + O(e?) .

Il risultato perturbativo ottenuto al punto precedente e quindi perfettamente in accordo
con il calcolo esatto.

< . . . . . . .. 1
L’operatore x puo essere scritto come una combinazione lineare dei tensori sferici TJ(rl) e

T Ell) (Sakurai, (3.10.16)), quindi puo dar luogo a elementi di matrice non nulli solo tra
stati con Am = £1. L’elemento di matrice in questione e quindi nullo.

Per il teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)) abbiamo
JiQ Ly D2
hjG+1) 2 n+1)
dove i valori medi vanno calcolati sullo stato |l = 4,s = 1/2;j = 9/2,m = 7/2). Abbiamo
quindi

(L)

28

9

() raer ) L (241) 7
<Lz>—5 h2% (%+1) hi_

Lo stato di singoletto di spin totale &

15 =0,5. = 0) = (e [)er == [)er )

Ql

1
2
mentre quello di tripletto con mg =0 ¢

5= 1,85 = 0) = 2= (9o [ + 1) F4her )

dove |+).+ indica I'autostato con S = +h/2. E facile vedere allora che

(§=0,8,=0[(S¢) =8NS =1,5=0)=h.



Prova finale, 14 aprile 2005

1. L’Hamiltoniana del sistema ¢ data da
H(xvp) = Ho(l',p) + >‘$ ;

dove ) |
b
Hy(z,p) = 9 + imwsz

¢ I’'Hamiltoniana imperturbata, della quale si conoscono gli autovalori
1
Ego):hw(n—l—Q), n=20,1,2,...

e le corrispondenti autofunzioni. Il termine Ax rappresenta una perturbazione del sistema, se
A e tale da soddisfare
Ary < hw ,

dove g = y/h/(mw) & la scala di lunghezza tipica per il sistema ed hw rappresenta la
separazione tra due livelli energetici contigui.

Lo spostamento al I ordine in teoria delle perturbazioni del livello fondamentale e nullo,
poiché
AP = \0|z|0) =0,

per parita. Il primo termine di spostamento energetico non nullo ¢ pertanto quello di II
ordine, dato da
AP =% A2 |(klz]0)

7 By - B
L’unico elemento di matrice non nullo tra quelli che appaiono al numeratore della precedente
equazione e quello per k£ = 1, per il quale si ha

h
1|12]0) =/ —
(1faf0) = |/ 5
(Sakurai, (2.3.25a)). Pertanto
o MR
0 = O 5O T T ome?

In definitiva, al II ordine in teoria delle perturbazioni, il livello fondamentale ¢ dato da

hw A2
P CRNUNC I T ,
0 U 2 2mew?

(1)

D’altro canto, gli autovalori dell’Hamiltoniana perturbata H possono essere trovati in modo
esatto e per ogni valore di A, osservando che

2 2 1 A\ xR
H(z,p) = 2297” + §mw2x2 + Az = 2p—m + imwQ (I+ muﬂ) T

che, detta y = z+\/(mw?), & della forma Hy(y, p), a meno della costante additiva —A%/(2mw?).
Quindi gli autovalori di H(x,p) sono gli stessi di Hy(z,p), a meno di —A\?/(2mw?), cioe lo



spostamento energetico esatto ¢ dato, per ogni n, da un termine quadratico in A, che non
puo che coincidere con quello che si ottiene dalla teoria delle perturbazioni al II ordine. In

definitiva,
A2 1 A2
E,=EY — = h ( > B
n 2mw? wint 2 2mw? ’

che coincide con il risultato ottenuto in (1) per n = 0.

. Per una particella di spin 1/2 con momento angolare orbitale [, i possibili valori di j sono
[ +1/2 ed l—1/2. Per calcolare il valor medio di S, su ciascuno degli stati |l £ 1/2,m),
usiamo il teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)):

1 1 I+1mlJ-Sli+1 1 1
<l:|:,m\SZ|l:|:,m>:< gl Sl 5,m) <l:|:,m]Jz\l:|:,m>.
2 2 hej(j+1) 2 2

Il valor medio (I +£1/2,m|J,|l + 1/2 m) ¢ banalmente pari a Am. Per calcolare il valor medio

di J- S, osserviamo che vale J - § = (J% + 52 — [?)/2 e quindi

<li;,m’f~§‘li;,m> _ ;<li;,m\(ﬁ+§2—52)11i;,m>

h? 3
= — G+ +-=-=11+1)| .
> [+ D+ 21+ )]
Mettendo insieme questi risultati e ricordando che j =1 £ 1/2, abbiamo alla fine

| 1
<li,m|Sz|li,m> Lmh
2 2 20+ 1

. L’operatore z & un operatore dispari e trasforma sotto rotazioni come la compomente 0 di un
tensore sferico di rango 1, quindi, per determinare quali degli elementi di matrice del tipo

(n,',m/|zIn, l,m)

sono diversi da zero, osserviamo innanzitutto che le autofunzioni dell’atomo di idrogeno hanno
parita definita, quindi sono uguali a zero tutti gli elementi di matrice diagonali. Poi, facciamo
ricorso al teorema di Wigner-Eckart (Sakurai, (3.10.31)) e riconduciamo il problema a quello
di determinare quali coefficienti di Clebsch-Gordan del tipo

<(lm|<10|) ')

sono diversi da zero. Ricordando che [, I’ possono prendere valori 0, 1 e 2, abbiamo che gli
elementi di matrice diversi da zero sono

(n=3,I'"=0,m=0]zln=3,1=1,m=0),
(n=3,I"=1,m' =0[|zlIn=3,1=2,m =0),
(n=31'"=1,m ==+l1|2ln=3,1=2,m = +1)

ed i loro complessi coniugati.



I prova di recupero, 13 luglio 2005

1. L’Hamiltoniana del sistema ¢ data da

H([E,p) = Ho(l'7p) + )‘xQ )

dove ) .
p
Ho(x,p) = o + imoﬂxz
¢ I’'Hamiltoniana imperturbata, della quale si conoscono gli autovalori
1
Eéo):hw<n+2>, n=20,1,2,...

e le corrispondenti autofunzioni. Il termine A\z? rappresenta una perturbazione del sistema,
se A e tale da soddisfare
Mg < hw

dove zy = y/h/(mw) ¢ la scala di lunghezza tipica per il sistema ed hw rappresenta la

separazione tra due livelli energetici contigui. La condizione di sopra & equivalente a A < mw?.

Lo spostamento al I ordine in teoria delle perturbazioni del livello fondamentale &

h
AS) = M0[2%)0) = A— .
0 = M0Jz7|0) = Ay

Quindi, al I ordine in teoria delle perturbazioni, il livello fondamentale & dato da

h A
o= B + A = = (1 + ) . 2)

mw?

D’altro canto, gli autovalori dell’Hamiltoniana perturbata H possono essere trovati in modo
esatto e per ogni valore di A, osservando che

2 1 2 1 2 1
H(z,p) = 2pim + imw2:172 + Ar? = 2pim + <2mw2 + )\> 2 = Qp—m + imQQxQ :
con Q% = w?(1 + 2\/(mw?)). L’Hamiltoniana H(x,p) & quindi quella di un oscillatore ar-
monico imperturbato con pulsazione 2 ed i suoi autovalori sono della forma AQ(n+ 1/2). In
particolare, il livello fondamentale ¢ dato da

hQ)  hw 2\ hw
E = —— = — = — 1
T TV T T 2 <

) +0(N\),

mw?
in accordo con il calcolo perturbativo.

2. Per una particella di spin 1/2 con momento angolare orbitale [, i possibili valori di j sono
[4+1/2ed l—1/2. Per calcolare il valor medio di [, su ciascuno degli stati |l +1/2, m), usiamo
il teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)):

(£ L m|J-Lil+ L m)
R%5(j +1)

1 1 1 |
<li,m|lz|li,m>: <li,m|Jz|li,m>.
5 5 2 >



11 valor medio (I +1/2,m|J,|l£1/2,m) ¢ banalmente pari a im. Per calcolare il valor medio
di J - L, osserviamo che vale J - L = (J? + L? — 5?)/2 e quindi

1 - 1 1 1 mo T2 1
<l:|:2,m)J~L‘l:|:2,m> - 2<zi2,m\u + L —S)]Ziz,m>
n’ 3
- Sl n+wsn-3]
s i+ n++n -3
Mettendo insieme questi risultati e ricordando che j = £ 1/2, abbiamo alla fine
1 1 l
L4+ - m|l|l+ <, =—=h
<+2’m||+2m> [+
1 1 [+1
l— - ,m|l|l -, = —h
< 3 ™I 2m> I+

. (a) Nel caso di particelle distinguibili & possibile dire che la particella 1 si trova nello stato
fondamentale e la particella 2 nel primo stato eccitato (o viceversa). La funzione d’onda del
sistema ¢ data allora da ¥(z1, x2) = 11 (x1)a(x2) ed abbiamo

(=) = [ doy [ deaviCen)vs(a) (e - w2 (e )in(ee)
- /a day 234y (1)) +/a dap3 |y (22)]?
0 0
2 [ deranfun @)? [ daswalia(aa)
= /dxlewl(:c)]2+/ dz 2* 1o () ?
0 0

= 2 [ dwafpi @) ([ deafia())

= (Yi]@® 1) + (o] @? (o) — 2(n ||y ) (Yol x|ths) |

dove si e fatto uso della proprieta delle autofunzioni di essere normalizzate. I valori medi
nell’ultimo rigo dell’espressione precedente sono riferiti a stati di singola particella e possono
essere calcolati facilmente:

1 1
(1|2 ) = a® (3 - W)

1 1
(o|x?|the) = a® <3 - 87r2)

(Wnlzleh) = (Yolz|ths) = g .

In definitiva, si ha che

(21 —2)%) = a; (1 - 5) :

3  A4r?

(b,c) Nel caso bosonico (fermionico), lo stato del sistema delle due particelle ¢ dato dalla
combinazione simmetrica (antisimmetrica) dello stato in cui la particella 1 si trova nel fon-
damentale e la particella 2 nel primo eccitato e dello stato in cui la particella 2 si trova nel
fondamentale e la particella 1 nel primo eccitato, cioe

1
blnm) = 5 (el £ va(m)in () )



In questo caso si ha

(@ =2 = / dar [ doa—= (wilen) (o) £ 500 00)) (@1 = 22

X

% (¢1(x1)¢2(x2> + ha(21)¢n (m))

2

)

= <($1 - 902)2>dismnguibﬂi + 2‘<¢1|9E|¢2>

dove si e fatto uso dell’ortogonalita tra 11 e 5. Con (...)distinguibii Si intende il valor medio
calcolato per particelle distinguibili, cioé come nel caso (a).

Usando il fatto che
16a

9r2’

2 2
9 a® (1 S > <16a>
T —22)°) = — |5 —— 2(—
(@ —2)) 2(3 4x2) T2 \op
Il valor medio ((x; — x3)?) rappresenta fisicamente la distanza quadratica media tra le due
particelle. Nel caso di bosoni (fermioni) essa risulta essere inferiore (superiore) rispetto a

quella tra particelle distinguibili. Cio era prevedibile: la probabilita di trovare due fermioni
vicini e piu bassa rispetto a quella di trovare vicini due bosoni.

(V1]x|thg) = —

si ha infine che



II prova di recupero, 7 settembre 2005

1. Osserviamo innanzitutto che per poter trattare V' = Ax come una perturbazione occorre
che gli elementi di matrice tipici di V/, che sono dell’ordine di Aa, con a il raggio di Bohr,
siano molto piu piccoli della separazione tipica tra due livelli energetici contigui dell’atomo
di idrogeno non-relativistico, che ¢ dell’ordine di €?/a. Pertanto deve essere A < e*/a?.

Il livello n = 2 dell’atomo di idrogeno non-relativistico € degenere e la molteplicita e pari a
4, se si trascura lo spin dell’elettrone che e inessenziale nel caso di perturbazione della forma
data. Bisogna pertanto applicare la teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo, caso
degenere.

Per trovare gli spostamenti energetici al I ordine, occorre trovare gli autovalori della matrice
rappresentativa della perturbazione. Si tratta della seguente matrice 4 x 4,

(2,0,0[V]2,0,0)  (2,0,0[V[2,1,1)  (2,0,0[V[2,1,—1)  (2,0,0|V]|2,1,0)
(2,1,1|V]2,0,0)  (2,1,1|]V|2,1,1)  (2,1,1|]V|2,1,—1)  (2,1,1|V[2,1,0)

(2,1,-1|V[2,0,0) (2,1,-1|V|2,1,1) (2,1,-1|V|2,1,—=1) (2,1,—1|V[2,1,0)

(2,1,0/V|2,0,0) (2,1,0/V|2,1,1)  (2,1,0|V]|2,1,—-1)  (2,1,0|V]2,1,0)
dove si ¢ adottata la notazione standard |n,[l,m) per gli autostati dell’atomo di idrogeno
non-relativistico.

Ricordando che l'operatore x puo essere scritto come combinazione lineare di due tensori
sferici di rango 1 con componenti +1 e -1, si puo dedurre immediamente che gli unici elementi
di matrice diversi da zero sono

(2,0,0[V]2,1,1) , (2,0,0|V]2,1,-1)

ed i loro complessi coniugati. Usando la forma esplicita delle autofunzioni con n = 2
dell’atomo di idrogeno non-relativistico (Sakurai, Appendici A.5 ed A.6), si trova facilmente

3
7)\7
/2"

(2,0,0[V|2,1,-1) = —

(2,0,0[V|2,1,1) =

an ,

S e

e, quindi, per la matrice della perturbazione,

0 1 -1 0
3 1 0 0 O
—al\
V2 -1 0 0 O
0 0 0 O

Questa matrice ha autovalori 0 (con molteplicita pari a 2) e £3a\. 1l livello n = 2, che &
4 volte degenere in assenza di perturbazione, si separa in tre livelli quando la perturbazione
e “accesa”. Di questi tre livelli, uno, doppiamente degenere, ¢ esattamente uguale a quello



imperturbato, gli altri due sono disposti simmetricamente rispetto ad esso, con separazione

data da 3al.

Si lascia come esercizio la determinazione degli autovettori della matrice delle perturbazioni,
che corrispondono agli stati imperturbati che diagonalizzano la perturbazione.

. Vedere Problema 2 del 14 aprile 2005.

. La soluzione ¢ identica a quella del Problema 3 del 13 luglio 2005, con la differenza che le
funzioni d’onda dello stato fondamentale e del primo stato eccitato, rispettivamente () e
11 (z), sono quelle di un oscillatore armonico unidimensionale.

(a)

(1 = x2)%) = (thol@®|o0) + (Pn|2?[¢hn) (3)
dove si ¢ fatto uso del fatto che (vy|z|tho) = (1|x]11) per parita.
Poiché 5
<¢0|$2|¢0> = I’
3h
(1] 2?[yhn) = I
si ha ok
((z1— 1’2)2> T e
(b,c)
2
(1 = 22)%) = (@1 = 72) Dtngas F 2|(Wlel) (4)
Poiché
h
(Yolz|ih1) = e
si ha
((z1 —29)%) = —(2F1)



Prova finale, 11 aprile 2006

1. Svolgiamo i calcoli in dettaglio nel caso dello stato ®; I'estensione del risultato ai casi di &,
e P53 sara immediata.

Lo stato ®(Z, ¥2) deve essere antisimmetrico rispetto allo scambio dei due fermioni ed ha,
pertanto, la forma seguente:

1
V2

In questa forma lo stato ®; € normalizzato, se assumiamo che 5 e 13 lo siano.

®1 (fla fZ) ==

Vo (T1)13(F2) — P3(21)1h2(75)

Abbiamo allora
@ﬂﬂ@ﬁ=/ﬂ@/ﬂ@@ﬁﬁj@3®m&j@

= i [z [a(s@) - vst@ )t
:/ﬁ@@m@%@+/ﬁ@@M@%@:wWWﬁH%W%%

dove e stata usata l'ortogonalita tra 1, e 1)3.

A + A(@) | [0l @0) (@) — s(F)ia(32)

Procedendo in modo analogo per ®5 e ®3, si trova
(D2 B|®2) = (tn|Althr) + (V3] Ales)
(@3] B|P3) = (Y| Alr) + (o] Altha) -

Il risultato trovato nei tre casi puo essere scritto nella forma

(@i BI®i) = > (Wl Alvow) — (il Alei) i1=123,

k=1,2,3

che suggerisce di interpretare il valor medio di B su uno stato con una lacuna come un valore
costante comune (valore di “mare”) meno il contributo dovuto alla lacuna. Per esempio, se
I'osservabile B fosse ’energia del sistema, potremmo dire che il valor medio dell’energia su uno
stato con una lacuna & una costante fissata una volta per tutte (Ienergia del “mare”) meno
I’energia media sullo stato in cui ¢’e la lacuna. Se si prende come livello zero per I'energia
quello corrispondente all’energia del “mare”, allora si puo dire che la lacuna ¢ assimilabile ad
uno stato con energia media negativa.

2. L’Hamiltoniana del sistema e della forma Hy + V', dove Hy e I’'Hamiltoniana dell’atomo di
idrogeno imperturbato e

V:—eE~F—Lf~B, e<0,
2mec

e I’'Hamiltoniana di perturbazione.

(a) Caso E parallelo a B.

Chiamiamo z I’asse lungo cui sono orientati E e B. Abbiamo allora

V=—eFEz— ﬁlz .
2me



Ricordando che gli autostati di Hy sono autostati di 12 e di [, e possono essere etichettati
nella forma |n, [, m), con la notazione standard per i numeri quantici n, [ ed m, abbiamo che
la matrice della perturbazione sullo spazio con n = 2 e data da

B 0 0 0
0 -8 0 0
0 0 0 ol
0 0 a 0

se gli stati vengono presi nell’ordine |2,1,1), |2,1,—1), |2,1,0), |2,0,0). Le costanti a e
sono date da B
e
a:—eE/d:Z"* )z z), = ——
V310(Z) 2 P200(7) s e
dove ¥, (%) € Pautofunzione corrispondente a |n, [, m).
Gli autovalori di questa matrice forniscono gli spostamenti energetici, che sono 3, —f, a, —a.

Gli autostati imperturbati corrispondenti sono, rispettivamente,
1
V2

1

(y2,1,0> + yz,o,o>) , (y2,1,o> - |2,o,o>) .

27171 ) 2717_1 )
211, 1211 -

(a) Caso E ortogonale a B.

Chiamiamo x 'asse lungo cui e orientato Eez quello lungo cui e orientato B. Abbiamo

allora B
V= —eBr— 1, .
2mc

La matrice della perturbazione prende ora la forma seguente,

6 0 0 «

0 -8 0 —«

0O 0 0 0 ’
a —a 0 0

se gli stati vengono presi nell’ordine |2,1,1), |2,1,—1), |2,1,0), |2,0,0). La costante g & la
stessa del caso precedente, mentre

0 = —cB [ 05, (7) 2 v (T) = +eB [ 705, (7) @ va(T)

L’ultima uguaglianza segue dall’applicazione del teorema di Wigner-Eckart.

Gli spostamenti energetici risultano essere, in questo caso, pari a 0 (2 volte) e ++/2a2 + [52.
Si lascia come esercizio la determinazione dei corrispondenti autostati imperturbati.



I prova di recupero, 17 luglio 2006

1. L’Hamiltoniana del sistema ¢ data da

H(C(],p) = HU(xup) + A% )

dove ) .
p
Ho(z,p) = ot imw2x2
¢ I’'Hamiltoniana imperturbata, della quale si conoscono gli autovalori
1
Ego):hw(n—l—Q), n=20,1,2...

e le corrispondenti autofunzioni. Il termine Ap/m rappresenta una perturbazione del sistema,
se A (che deve essere reale affinché H sia hermitiana) ¢ tale da soddisfare

AR
— <L hw,
m To

dove g = y/h/(mw) & la scala di lunghezza tipica per il sistema ed hw rappresenta la
separazione tra due livelli energetici contigui. La condizione di sopra e equivalente a A <
mhw.

Lo spostamento al I ordine in teoria delle perturbazioni del livello n-esimo ¢ nullo, poiché

A
A = 2 =
—(nlpn) =0,

n

per parita. Il primo termine di spostamento energetico non nullo e pertanto quello di II
ordine, dato da

E: MMWP
” m2 k#n n

Usando la formula

<k|p’n>—l\/m< VN1 +Vn + 5kn+1)

(Sakurai, (2.3.25b)), otteniamo che

A(2)—)\2hw< n n n-+1 >_ )\2 |
2m E7(10) . En—l(o) 7(10) _ En+1(0) 2m

In definitiva, al II ordine in teoria delle perturbazioni, il livello n-esimo e dato da

1 A2
EY =EO L A® —p ( )-. 5

D’altro canto, gli autovalori dell’Hamiltoniana perturbata H possono essere trovati in modo
esatto e per ogni valore di A, osservando che
p? 1 1 I, ., A

H(z,p) = %—l—gmo.zzx?jt)\%:%(p%—/\) +2mw v



che, posto P = p + ), ¢ della forma Hy(x, P), a meno della costante additiva —\%/(2m).
Poiché z e P soddisfano le regole di commutazione canoniche, gli autovalori di H(x,p) sono
gli stessi di Hy(z, P), a meno di —\?/(2m), ciot lo spostamento energetico esatto ¢ dato, per
ogni n, da un termine quadratico in A, che non puo che coincidere con quello che si ottiene
dalla teoria delle perturbazioni al II ordine. In definitiva,

A2 1 A2
En_Eg°>—_hw(n+)—.
2m 2 2m

Passiamo ora a considerare le autofunzioni perturbate. Al I ordine perturbativo I'autostato
perturbato ¢ dato da |n(0)) + |n(1)>, con

~ i h“’( M|(n—1><0>>+”“|(n+1)<0>>)

0 0 0
D o5,

‘W(““ [(n+ 1)) + vl (n = 1)@)) . (6)

E possibile trovare una relazione esatta tra le autofunzioni della Hamiltoniana perturbata
H(x,p) e quelle della Hamiltoniana imperturbata Hy(z,p). Essendo H(z,p) = Hy(z, P) —
A?/(2m), le autofunzioni di H(x,p) sono le stesse di Hy(z, P), le quali soddisfano I’equazione
agli autovalori

Pz 1 1
<2m + 2mw2x2> U, (x) = hw <n + 2) U, (z),
dove P = p+ \. Osserviamo ora che

+ (e o)) = (-ih s+ X) (P () ) = e (p )

da cui segue che

(e ) = 0 AP o) = B o).

Quindi, se poniamo .
U, (z) = e Mh Un(T) (7)

I'equazione agli autovalori per Hy(x, P) si riduce a quella per Hy(z, p),

(zf . 1mwzxz) Ynle) =1 (n+ 2 ) o)

che ¢ senz’altro soddisfatta. In definitiva, la relazione tra le autofunzioni perturbate e quelle
esatte ¢ data dalla (7). Se si sviluppa al I ordine in A, essa diventa

AT
U, () = 1y, (x) —z%wn(x)+...... : (8)
che va confrontata con la (6). Per semplicita limitiamoci al caso n = 0: dalla (6) abbiamo

A

2mhw

Wo(e) = ola) - 1(2) = dole) — ot (z)

in accordo con la (8).



2. I livelli energetici di un oscillatore armonico unidimensionale sono dati da
1
En:hw<n+2), n=20,1,2,...

A ciascuno di essi corrisponde l'autofunzione v, (z).

Per un sistema di NV fermioni identici soggetti a potenziale di tipo armonico unidimensionale,
gli stati di energia definita sono quelli in cui ciascun livello energetico E,, ¢ occupato al piu da
una sola particella. Di conseguenza, lo stato di energia piu bassa ¢ quello in cui sono occupati
con una particella i primi N livelli energetici dell’oscillatore. Questo stato € non-degenere e
la sua energia ¢ data da

N-—1 1
E = Zhw<n+> = hw— .
= 2 2

Il primo livello eccitato e quello in cui sono occupati con una particella i primi N — 1 livelli
ed il livello (IV + 1)-esimo. Anche questo stato ¢ non degenere e la sua energia ¢ data da

=2 1 1 N?
51:Zhw<n+)+hw<N+>:hw —+1).
= 2 2 2

11 secondo livello eccitato puo essere realizzato in due modi diversi: (i) sono occupati con una
particella i primi N —1 livelli ed il livello (/N +2)-esimo, (ii) sono occupati con una particella i
primi N —2 livelli ed i livelli N-esimo ed (N + 1)-esimo. Questo stato & doppiamente degenere
e la sua energia e data da

&= Zhw(”%)”‘”(]v“*g):h‘”(g+2> |
n=0

L’autofunzione corrispondente al livello fondamentale ¢ data da
1
\IJO(.CEl,.’L'Q, Ce ,.CEN) = W

Analogamente si cotruiscono quelle relative al I e al II livello eccitato.

Yo(z1)1(xg) -+ - Un_1(zN) + antisimmetrizzazione]

La perturbazione

N
1,J317]

non produce alcuno spostamento dei livelli energetici, essendo nulli tutti gli elementi di ma-

trice di V' tra stati con energia definita. Cio ¢ immediato da verificare, poiché la perturbazione

V' e diversa da zero solo quando due coordinate coincidono, ma in tali punti le autofunzioni

dell’energia sono nulle per 'antisimmetria.

3. Ricordando che ~ ~
- miry + Marsy = . o
R - ) P = 1 + 2
ma + mo
e che

- = — p_pl p2
F=r—7ry, —=-—=-—

dove p = myms/(my + ms) ¢ la massa ridotta del sistema, ¢ immediato verificare che vale

lqﬁ-l;f(fiXﬁ1>+(F2Xﬁg):<ﬁXﬁ>+(FXﬁ>EE+f



La funzione d’onda del sistema di due particelle in rappresentazione delle coordinate, ¥ (77, 73),
puo essere scritta in termini delle coordinate del centro di massa e della posizione relativa
nella forma seguente: .
w(ﬂ,@) = ‘I’(RW(F) :

Se le due particelle sono identiche, esse hanno la stessa massa, m; = mz = m, e lo scambio
1 <+ 2 corrisponde alle trasformazioni R — R e 7 — —r. Pertanto, la simmetria di scambio
si identifica con la parita rispetto a 7. Se le particelle hanno spin nullo sono bosoni e la
loro funzione d’onda deve essere simmetrica rispetto allo scambio tra le particelle, cioe ¢(7)
deve essere pari rispetto a 7. Se inoltre ¢(7') rappresenta la funzione d’onda di uno stato di
momento angolare relativo I definito, il numero quantico [ deve essere necessariamente pari.



II prova di recupero, 13 settembre 2006

1. I livelli energetici di una buca unidimensionale infinita di ampiezza a sono dati da

h2
— 2 _
En_nSmaQ’ n=12...

A ciascuno di essi corrisponde l'autofunzione v, (x).

Per un sistema di tre fermioni identici in una buca di potenziale infinita, gli stati di energia
definita sono quelli in cui ciascun livello energetico F,, ¢ occupato al pit da una sola particella.
Di conseguenza, lo stato di energia pitl bassa ¢ quello in cui sono occupati con un particella i
primi tre livelli energetici della buca. Questo stato € non-degenere e la sua energia ¢ data da

2
Zn :14h

2 2
ne123 8ma 8ma

Il primo livello eccitato € quello in cui sono occupati con una particella i primi due livelli ed
il quarto livello. Anche questo stato € non degenere e la sua energia ¢ data da

2
= > n gt

Q2 2"
e Sma 8ma

Il secondo livello eccitato e quello in cui sono occupati con una particella il livello fondamentale
ed i livelli terzo e quarto. Anche questo stato € non degenere e la sua energia e data da

h? h?
Z n’

Q2 2 -
N1 84 8ma 8ma

La differenza rispetto al caso di potenziale armonico unidimensionale (Problema 2 del 17
luglio 2006) & dovuta al fatto che in questo caso i livelli non sono equispaziati.

L’autofunzione corrispondente al livello fondamentale ¢ data da

\DQ(.Tl, Ta, 1'3) = wl ($1)¢2($2)¢3(l’3) + antisimmetrizzazione

1
V6
Analogamente si costruiscono quelle relative al I e al I livello eccitato.
La perturbazione

V=2 Z d(x; — )
1,J31#]
non produce alcuno spostamento dei livelli energetici, essendo nulli tutti gli elementi di ma-
trice di V' tra stati con energia definita. Cio e immediato da verificare, poiché la perturbazione
V' e diversa da zero solo quando due coordinate coincidono, ma in tali punti le autofunzioni
dell’energia sono nulle per 'antisimmetria.

2. Osserviamo innanzitutto che con le componenti del vettore 7 & possibile costruire il tensore
sferico di rango 2 le cui componenti sono date da

T = Lty

N —

T8 = Flrtiy):
(322 - Tz) )

Sl



da cui segue che

Dalla regola di m-selezione (Sakurai, (3.10.28)) segue che 'operatore 22 ha elementi di matrice
non nulli tra stati con lo stesso valore della terza componente del momento angolare, mentre
I'operatore xy ha elementi di matrice non nulli tra stati le cui terze componenti del momento
angolare differiscono di 2 in valore assoluto.

Il teorema di Wigner-Eckart (Sakurai, (3.10.31)) mette in relazione tra di loro tutti gli ele-
menti di matrice delle componenti di un tensore sferico di rango k:
(@5 IT™]]eg)

V21

(om0 jm) = (G kgl ) ')
Nel nostro caso questa formula conduce a
(n' =3,I'=2,m'=¢q/TP|n=1,1=0,m=0)
(n' =3,I' =2||T?|In = 1,1 = 0)
V2l+1 ’

dove ¢ = +2, 41,0 (gli elementi di matrice con " # 2 o con m' # ¢ sono nulli). Il secondo
fattore al II membro ¢ il cosiddetto elemento di matrice ridotto (EMR),

— ((l:O,m:0|(k:2,q|>|l':2,m’:q>

(n' =3,I' =2||T?||n = 1,1 = 0)

(EMR) = NoEs .

Se calcoliamo uno degli elementi di matrice non nulli dell’operatore TéQ), possiamo esprimere
tutti gli elementi di matrice di xy in termini di questo. Consideriamo allora ’elemento di
matrice
(0 =3,0'=2,m =0|T\?In=1,1=0,m = 0)
n' =3,1'=2|T?|n=1,1 =0)
V2l+1

= (<z:o,m:0\<k:2,q:oy)\z':2,m':0>.(EMR)

:<U=0m%=m%=2ﬂ=00W=2mf=®<

= (EMR) ,
da cui troviamo che

(EMR) = (n' =3,I' =2,m' = 0|T{?|n=1,1 = 0,m = 0) .

Calcoliamo ora tutti gli elementi di matrice non nulli di zy = (T3> — T%)) /(2i). Essi sono
dati da

%'*m:leamzo

T(2) o T(2)
@ﬂ:&r:Qmﬂ:mfz >

(n' =3,I' =2||T?||n = 1,1 = 0)
V20 +1

_ ,((l:0,m:O]<kz:2,q:+2\>]l’:2,m’:2>-(EMR),

— (=0 =0l = 2.q = +20)F = 20 =2

1
= - (EMR),

1



T _ 7@
<n’ =30/ =2m' =—2|12——2|In=1,1=0,m= o>

21
1
B _2z‘<<l =0,m=0[{k=2,9= —2|)|l'=27m'= —2) - (EMR) ,
_ 1 (Emmy
= - .

Ciascuno di questi elementi di matrice ¢ espresso, attraverso (EMR), in termini dell’unico
elemento di matrice supposto noto,

(W =3,0'=2,m =0|T\"In=1,=0,m=0) .

3. Per il teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)) abbiamo

) (P42

—

s
L) =i+

dove i valori medi vanno calcolati sullo stato |l = 3,s = 1/2;j = 7/2,m = 3/2). Abbiamo

quindi

+ |

e = WL (54 1) g =h7

R 3+ -5(3+1) 3 9
2

Analogamente,
7§ LIy &
ne+1) 2 nG+
dove i valori medi vanno calcolati sullo stato |l = 3,s = 1/2;j = 7/2,m = 3/2). Abbiamo

quindi

3 3
hﬁ_hﬂ

. w23 (3+1) =86+ +5(5+1)
<z>—? h2%(%+1)



Prova finale, 28 marzo 2007

1. Dette ¥g(z) e 11 (x) rispettivamente le funzioni d’onda dello stato fondamentale e del I stato
eccitato, la funzione d’onda del sistema delle due particelle identiche ¢ data da

1
V2

dove il segno “+” (combinazione simmetrica) vale nel caso di stato di singoletto di spin e il
segno “-” (combinazione antisimmetrica) nel caso di stato di tripletto di spin.

U(zy,29) = —= [tho(@1)1(22) £ Y1 (w1)bo(22)]

Risulta allora

(T122) = /;oodﬂfl/;oodxz\}ﬁ(%(xl)wf(%)i@/ﬁ(ﬂfl)%(%))%@
\}5(%(951)%(332) + 1/11@1)%(902))

= j:1 {/Jroo dz 1 (1) w191 (21) /+oo dxot)} (12)xa)o(2)

2 00 -
Foo +o0
[ dai@)min(e) [ deai(e)ea ()
h
= il<0|x!1>|2:i2—,

mw

X

dove si ¢ usato il fatto che (0|z]|0) = (1]z|1) = 0 per parita e i bracket utilizzati si riferiscono
al sistema di una particella.
Il risultato ottenuto non deve sorprendere: —2(xx5) ¢ uno dei contributi a {(z; — x3)?); esso

¢ negativo (positivo) nel caso di singoletto (tripletto), come deve essere (vedere Problema 3
del 7 settembre 2005).

2. Poiché un elemento di matrice dell’operatore 2y tra stati imperturbati dell’atomo di idrogeno
¢ dell’ordine di a?, con a il raggio di Bohr, V pud essere trattato come perturbazione se
Vb € piccolo rispetto alla separazione tipica tra due livelli energetici contigui dell’atomo di
idrogeno non-relativistico, che ¢ dell’ordine di e?/a.

Poi, 27 puo essere scritto come TJ(FQQ) -T E?, dove Tq(2) ¢ un tensore sferico di rango 2 (vedere
Problema 2 del 14 luglio 2004). Questo consente di individuare immediatamente gli elementi
di matrice non nulli di V' tra autostati imperturbati dell’atomo di idrogeno. Se adottiamo
per questi ultimi la consueta rappresentazione |n,l,m) e ricordiamo la regola di m-selezione
(Sakurai, (3.10.28)) ed il teorema di Wigner-Eckart (Sakurai, (3.10.31)), troviamo subito che

(1,0,0|V]1,0,0) =0 ,

cioe il livello fondamentale non subisce spostamento al I ordine in teoria delle perturbazioni,
e che gli unici elementi di matrice non nulli tra autostati con n = 2 sono

(2,1,1|V]2,1,-1) = A

ed il suo complesso coniugato. Poiché A & immaginario puro (vedere sotto), gli autovalori
della matrice rappresentativa della perturbazione sul livello n = 2 sono 0 (2 volte) e £iA. 1
relativi autostati sono, rispettivamente, |2, 1,0), |2,0,0) e

1

2,1,1) £4[2,1, -1
\/§| ) & i )



Per completare la soluzione, occorre ora calcolare A:

A

/OOO r? dr /07r sin 6d6 /027r do (R21(7“)Y11(9, qb)) ) (VOTQ sin? @ cos ¢ sin qb)

a?

X (Rzl(T)Y_11(97¢)>
00 T 2m .
= —;Vg/ T4R§1(r)dr/ Sin50d0/ e 2% cos ¢ sin ¢ do
ma? Jo 0 0
3 Vo [ 4 16 7 Vo [ 4 5
@ﬁ/o r* Ry (r)dr x 15 X g = Z@/o " Ry (r)dr .

L’integrale residuo in r puo essere estratto dalla formula data nel testo. Ponendo n = 2 ed
[ =1, essa conduce a
(2,1,0[7%|2,1,0) = 30a” .

D’altro canto,

00 T 2T
(2,1,0[2)2,1,0) = / 7’2dr/ sin@d@/ dé 12| Ro1 (1) Y.L (8, )2
0 0 0

00 ™ 2w
-3 / 4 R2 (r)dr / cos? f'sin 06 / do
4 Jo 0 0
00 2 00
= ;/0 r* R3, (r)dr x 3% 2r = /0 r* B3, (r)dr .

In definitiva,
v
A=i-230a>=6iV}.
5a?
. Gli autostati con n = 2 dell’atomo di idrogeno possono essere scelti come autostati simultanei

di fz, J,, [_:2, 52, prendendo le opportune combinazioni lineari tra gli stati con [?ed L,
definito e gli stati di definito spin. Abbiamo allora i seguenti 8 autostati degeneri:

3 1 31 1 3
n:2,j:2,m7l:1,322>, 4stati, <m:2,2,—2,—2),
o1 1 ) 1 1
n:2,j:,m;l:1;3:>, 2 stati, <m:,—>,

2 2 27 2

1 1 . 1 1
nz?,yz,m;l:0;32>, 2 stati, (mz,—),

2 2 2" 2

La perturbazione puo essere riscritta nella forma

v_ eB

2mec

(J. +S.) .

I primo termine, eB/(2m.c)J., & manifestamente diagonale rispetto alla base scelta e pro-
duce su ciascun autostato uno spostamento pari a eB/(2mec) x hm. 1l secondo termine,
eB/(2mec)S,, in virtu del teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)) ¢ anch’esso diagonale
rispetto alla base utilizzata ed, in particolare,
3
<Sz> = 2.%<Jz> =35 2.7
hiG+1) 2 nj+1
1jG+1) —l+1)+3/4 "
2 i +1)

hm



Pertanto, abbiamo,

3
<n:2,j:

2

o1
<n:27]:2amal:

1

2

(n=2-

Considerando i possibili valori di m nelle tre espressioni di sopra,
erazione e completamente rimossa.

.
|

1
smil=1;s=
2

[ [ [
= = =
S S S
| | |
[N} [N} [N}
.
|

.
|
N = N = N W

eB 1
h —h
2mec ( m 3 m> 7

B
¢ (hm — 1hm> ,
2mec 3

eB

2mec

(hm + hm).

si puo vedere che la degen-



I prova di recupero, 18 luglio 2007

1. Le energie e le autofunzioni del sistema imperturbato sono date rispettivamente da

EO  — 7]12 (n* +m?)
nm 8ma2 )
Pz y) = P @@y, nom=1,2,...

Il livello fondamentale e realizzato per n = m = 1 ed e non degenere; la corrispondente au-
tofunzione e 1/)%? (x,y). 11 T livello eccitato ¢ realizzato pern =1, m =2 epern =2, m =1,

pertanto ¢ doppiamente degenere; le corrispondenti autofunzioni sono @/Jé(l)) (x,y) e g) (z,y).

Indicando con |n,m) il ket corrispondente all’autofunzione ¥’) (z,y), lo spostamento del
livello fondamentale al I ordine perturbativo e dato da

AV = [ae [faas(e=5) 6 (y= ) o) Pl )P

o (o () = e () ()=

Poiché il T livello eccitato e degenere, dobbiamo costruire la matrice rappresentativa della
perturbazione rispetto alla base degli autostati imperturbati,

(1,2[v1,2) (1,2|V]2,1)

= A

(2. 1VIL,2) (2.1V]2,1)
Gli autovalori di questa matrice forniranno gli spostamenti energetici al I ordine perturbativo.
L’elemento generico di questa matrice e dato da

a

Vi) = ["ao [ dyui@vnw a5 (2= 5) 5 (y-T) vu@)in )
(@)
= A ;2 sin (T) sin <BTZ7T> sin (T) sin (372 W) :

La matrice della perturbazione risulta essere allora

24 ( 1 -1
@2 \-1 1)

i cui autovalori sono 0 e 4A/a?, con autovettori dati rispettivamente da
1

ﬁ{|1,2)i]2,1>} .

2. L’operatore £Z puo essere scritto come Tﬁ? — T1(2), dove Tq(2) € un tensore sferico di rango 2
(vedere Problema 2 del 14 luglio 2004). Questo consente di individuare immediatamente gli
elementi di matrice non nulli di V' tra autostati imperturbati del livello n = 2 dell’atomo di
idrogeno. Se adottiamo la consueta rappresentazione |n,l,m) e ricordiamo la regola di m-
selezione (Sakurai, (3.10.28)) ed il teorema di Wigner-Eckart (Sakurai, (3.10.31)), troviamo
subito che gli unici elementi di matrice non nulli tra autostati con n = 2 sono

(2,1,1|V]2,1,0) =
(2,1,—-1|V[2,1,0) = Cy




ed i loro complessi coniugati. Al primo elemento di matrice contribuisce T1(2), al secondo

Tg). Il teorema di Wigner-Eckart stabilisce inoltre che i due elementi di matrice Cy e Cs
sono proporzionali ad un elemento di matrice ridotto con costanti di proporzionalita date da

(0= 1m = 0ltk =2,0 = 1) = 1L’ = 1),

(0= 1m=0ltk =2, = —1])r = 1, = —1),

rispettivamente. Poiché questi ultimi bracket sono identici, come si puo verificare consul-
tando una tabella di coefficienti di Clebsch-Gordan, si deve concludere che C = (5. E
inoltre immediato verificare che C] e reale: per vederlo, basta scrivere ’elemento di matrice
che definisce C] in rappresentazione delle coordinate e considerare solo 'integrazione sulla
variabile azimutale ¢, che ¢ I'unica possibile sorgente di termini immaginari.

In definitiva, la matrice della perturbazione ha la seguente struttura

0 C;y 0 0

¢, 0 Cp O
0o ¢y 0 0|
0O 0 0 O

avendo ordinato gli autostati nel modo seguente: [2,1,1), |2,1,0), |2,1,—1),/2,0,0). Per
trovare gli autovettori di questa matrice non € necessario conoscere il valore della costante
reale C;. Essi sono:

1

0 con autovalore 0 ,
-1
+1
— V2 con autovalore +=C .
+1

Sl

N[ —

. Poiché le particelle identiche sono fermioni, la funzione d’onda del sistema deve essere com-
plessivamente antisimmetrica. Cio implica che la funzione d’onda spaziale del sistema deve
essere simmetrica quando lo stato di spin totale & di singoletto (antisimmetrico) e deve essere
antisimmetrica quando lo stato di spin totale e di tripletto (simmetrico). Le due possibilita
possono essere scritte in un’unica soluzione, nel modo seguente:

W(a1,22) = <5 [vn @) a(e) £ (o))

dove il segno “+” (combinazione simmetrica) vale nel caso di stato di singoletto di spin e il
segno “—" (combinazione antisimmetrica) nel caso di stato di tripletto di spin.

I1 valor medio cercato ¢ dato da

(@) = [ o [ de (vile)uien) £ 6 )uie)) @ - o)
1

NG (¢1($1)¢2($2) + o (1)1 (:@)) .

X

Dopo un po’ di algebra, si trova

(21 —22)%) = (ha|2®|n) + (ol [1ha) — 2(h1|x]hr) (a2 |ia)
£ 200 [@® o) (Walor) T 20(en |z|iha) P .



I valori medi nel secondo membro dell’espressione precedente sono riferiti a stati di singola
particella e possono essere calcolati facilmente:

+o00 1 ra/4 1
oln) = [ deviapnte) = [ dr=g

oo 1 r3a/4

Wileler) = [ dwalurol = [ v =1,
oo 1 ra/4

Walelt) = [ dvalin(@) = [0 dve =1,
00 1 ra/4

Wileli) = [ dvavi@a) = - [ dea=0.
00 a/

iletle) = [l = [ dea? =
9] a/

Waletln) = [ daaunto)l = [ doa® =
o) 1 a/4 1

(1|22 |1hy) = /_; dx 27 (2)hy(z) = a/—a/4 dr 2% = %CLZ .



II prova di recupero, 12 settembre 2007

1. Osserviamo innanzitutto che la condizione sotto la quale V' (x) puo essere trattato come una
perturbazione ¢ che il valore assoluto di un suo elemento di matrice tipico tra autostati
imperturbati del sistema, che & dell’ordine di \/a, sia molto piu piccolo della separazione
tipica tra i livelli energetici imperturbati. Nel caso in questione, la piu piccola separazione

)

tra i livelli imperturbati ¢ proprio quella tra Eéo) ed Efo , quindi deve essere

A
C<n) -5

Al T ordine in teoria delle perturbazioni lo spostamento energetico Al del livello n-esimo &
dato da
AW = OV (@)Y n=1,2,3,...,

che conduce a

Aﬁl) = /a V(x)|¢§0)(a:)|2dx = /a A0 (x — a) gsin2 (Wx> dr = % ,
0 0 2

a a a
a a 2 2

AP = / V()| (z))2dx = / A6 (x — a) = sin® (Wx> de =0
0 0 2/ a a

I primi due livelli energetici perturbati,

2\
BV = B4 al =B+ =

B = B +a) =B,

risultano evidentemente degeneri quando

2B EO.

E evidente, perd, che per questo valore di A ¢ violata la condizione di applicabilita della teoria
delle perturbazioni. In definitiva, non e possibile trarre alcuna conclusione sulla degenerazione
dei primi due livelli energetici da un calcolo perturbativo a fissato ordine.

2. Gli elementi diversi da zero dell’operatore V' tra autostati |[n = 3,1, m) dell’atomo di idrogeno
sono gli stessi determinati nella soluzione del Problema 3 del 14 aprile 2005. Poiché sono
nulli gli elementi di matrice tra stati con diverso valore di m, la matrice rappresentativa
della perturbazione sugli stati del livello n = 3 sara diagonale a blocchi, se si ordinano gli
stati mettendo insieme quelli con lo stesso valore di m. Per brevita, riportiamo solo i blocchi
relativi a ciascun autospazio con m fissato:

0 A 0
m=0, stati |[n = 3,2,0), |[n=3,1,0), |n=3,0,0) ; A 0 B* |,
0 B 0
m=1, stati |[n =3,2,1), |[n=3,1,1) , (g C(; ),
. 0 D
m=—1, stati [n =3,2,—-1), [n=3,1,—-1) , (D 0 ) ,



dove i due blocchi 1 x 1 relativi a m = +2 sono stati omessi perché identicamente nulli. Gli
autovalori della prima matrice sono {0, £,/|A|?> + |B|?}, quelli della seconda {£|C|}, quelli
della terza {£|D|}.

Per discutere in che misura la degenerazione ¢ rimossa al I ordine in teoria perturbativa, ¢
necessario trovare come si confrontano tra di loro gli autovalori trovati, tenendo conto delle
relazioni tra gli elementi di matrice A, B, C' e D indotte dal teorema di Wigner-Eckart
(Sakurai, (3.10.31)). A tal proposito, ricordando che V' si comporta come la componente 0
di un tensore sferico di rango 1, abbiamo che

A= @B0U=1m=0T"13,1=2m=0)

(3,1 =1||TW|3,1 = 2)
= (2,0 10)10 ,
(1,01 )11, 0) V2041
B = (3,I'=0,m =0T "|3,1=1,m = 0)

(3,1'=0||TM||3,1 = 1)
V2041 ’
C = BU=1m=1r";3,1=2,m=1)
3,0 =1||TW|3,1 =2
V241
(3, =—m#%J=1m:—w
- <<2 -1[{ 0|)|1 —ySL=UTIBI=2)
) ) ) 2l +1
Queste espressioni mostrano che A, C'e D hanno lo stesso elemento di matrice ridotto, quindi

possono essere messi in relazione tra di loro. Dalla tabella dei coefficienti di Clebsch-Gordan
risulta che

— (a0 oy)|o 0)

3 2
(@) = (@t -v =/, (@olLo)iLo =,
da cui segue che C = D = (/3/2)A
Questo ci permette di concludere che, dei 7 autovalori trovati, abbiamo
e un autovalore nullo, a cui vanno aggiunti gli altri due autovalori nulli relativi agli stati
con m = £2 omessi per brevita,
e due volte 'autovalore +|C/|,

e due volte 'autovalore —|C/,

e 'autovalore +/|A|? + | B|?,

e l'autovalore —/|A|? + | B|%.
Il fatto che l'autovalore +,/|A|?> + | B|? non sia degenere con |C| puo essere verificato solo
con il calcolo esplicito degli elementi di matrice. In definitiva, il livello n = 3, che ha

degenerazione 9 in assenza di perturbazione, viene separato in 5 livelli per effetto Stark al I
ordine perturbativo.

. Il Problema posto e analogo al Problema 3 del 18 luglio 2007, con la differenza che il sistema
in questione e formato da bosoni, quindi la combinazione simmetrica nella funzione d’onda



spaziale va presa nel caso di spin totale S=0 oppure 2, mentre la combinazione antisimmetrica
va presa nel caso di spin totale S=1. La soluzione e pertanto

(21— 22)%) = (ha|2®|n) + (ol x®[1ha) — 2(h1|x]hr) (a2 |iha)
£ 2(hy |22 [eh2) (Walthr) F 2| (W |a]ea)]? .

I valori medi nel secondo membro dell’espressione precedente sono riferiti a stati di singola
particella e possono essere calcolati facilmente:

(Waltn) = /_Oo d 5 () () = a/_a/gdx: 2
+oo , 1 r2a/3 a
(Ui]zlhr) = /_Oo dr x| (x)]° = a/_a/3 doe v = 5
o0 1 ra/3
(o] zlthy) = /_; dx )by (z)]* = - /_2a/3dxx = _% :
o0 1 ra/3
(P1|zfhe) = /_; dx ] (x)s(x) = - /—a/S drz =0,
o0 a/ 2
(]z?|en) = /_; dz 2° |y ()| = Clb/_za/; dr 22 = % :
o0 a/ 2
(ol @®h) = /_; dz 22|y (2)|* = ;/_25/3 dr z? = % ’

a/3

ikl = [ dragiepnle) = [7 drat= 2t

= —a
aJ—a/3 81



Prova finale, 22 aprile 2008

1. (a) Ricordando che la forma generale di un’autofunzione di H, ¢
wnlm(F) = Rnl(T)Ynlw(a ¢)
e che le armoniche sferiche Y (6, ¢) sono normalizzate in modo che
2 i
[aaiie. o) = ["do [“sinoas V0.0)F =1
0 0

il valor medio sull’autofunzione v, di Hy di una qualunque funzione f(r) della sola coordi-
nata radiale r puo essere sempre scritto come segue:

(Lol f(0)s ) = [~ vdr £ [Ru)]? |

dove si ¢ usato anche il fatto che le R,;(r) sono reali.

Abbiamo allora

| o 1 1
2.0,0|(2,0,0) = / 2dr Z[Ryo(r)]? = ... = — .
( |r| ) 0 r TT[ 20(7)] 1a
21 |1|21 ) = [ [Ra ()P =
m|— my = redr — r)=...=
) ) 0 r 21 40,7
_ 2 2 o
<zooy 12,000 = [ rdr SR ==
0 1 1
_ 2 2 -
(2,1, \ \2,1,m> = /o rdrﬁ[Rgl(r)] == g
<21m\i\21m> = [TRdr R rP ==
) T3 ) L - B 7”3 21 _~~-_24a37

in accordo con le formule date nel testo. Tutti gli integrali di sopra si calcolano facilmente
mediante il cambio di variabile x = r/a e usando

/ "e ¥ =n!, nintero.
0
(b) 11 secondo termine di V' & proporzionale a
L4 1 I
L-S:Z(P—E—S?) :

percio conviene prendere come autostati del livello n = 2 gli autostati simultanei di J 2 [?e
S2:

3 1 31 1 3
nz?,jz,m;lzl;s:>, 4 stati, (m—,, ,—),

2 2 2 27 2

1 1 1 1
n:2,j:2,m;l:1;5:2>, 2 stati, (m 3 2),

1 1 1 1
n:2,j:2,m;l:O;s:2>, 2 stati, <m—2,—2).

Per semplicita di scrittura, d’ora in poi ometteremo di trascrivere i numeri quantici n ed s,
perché essi sono comuni a tutti gli autostati, ed il numero quantico m, perché inessenziale.



Avremo allora

3 a - = 3 a h213/3 1/1
—Cg—1—Y 1.3 ‘:;z:1> _ [( 1>_11 1 _< 1)]
<‘7 2 ‘2m2r302 =3 o222 2 \2 " I+D=5(5+
1 ah? 1 ma
x |r3| ) m2c2 96a3  96c2h*

1 - 1 a K211 /1 1/1
— = Sli===1) = — " |Z(=4+1)=-10+D)==(=+1
<J 2’ ‘2m2r3cz Sl =5 > 2m2e 2 {2(2+> (1+1) 2<2+ )]
1 ah? 1 ma
x |7“3| ) m2c? 48a3 48c2RY 7

‘—1-1—0>—o
j=gil=0) = 0.

Il primo ed il terzo termine di V' commutano anch’essi con J 2 [?e§ 2 perché non dipendono
dallo spin e sono invarianti sotto rotazioni spaziali. Quindi essi risulteranno diagonali rispetto
alla base degli autostati di J2, L? e S2.

Per il primo termine di V' avremo allora

__2;62 [<E<>)+2E2 <z_1||z_1>+a<z_1||Z1>} 3;;”6‘;‘;
e b}« (s 2o
_ —273102 {<E§°>)2+2E§°>a<z _ 1|i|z — 1) 42 = 1|:2|z _ 1>} _ _3;11?7;’
fiebma b}« (s 20
= [ 2E0 0 = 0= 0+ et = 0 S = 0)] = 2T

Il terzo termine di V' & proporzionale a 6(7) = §(z)d(y)d(z), pertanto il suo valor medio sara
diverso da zero solo sulle autofunzioni vy, (7) che non si annullano per = 0. Cio succede
solo per la 1900(7), pertanto I'unico valor medio diverso da zero ¢

1 omh2 arh? ma*
= 5il=00 55 =5l=0)=5"23 T
<J 5 20(7)|J =5 > omzcz V2000 16c2h*
Mettendo insieme i tre contributi di V', avremo
3 1 mat
<n—2,j—2,m;l 1,5—|V|n:2,j=2,m§l:17‘9:2>:_128c2h4’
1 1 1 5ma’
(n=2j=gomil=Lis = S Vin=2j = Jomil = lis = ) ==



! 1 | 1 5ma
<n_2;y_Q,m;z_o;s—QlV\n—m—ﬂn?l—o?s—>__128c2h4'

2 2
Questo risultato e in accordo con la formula generale per lo spostamento energetico relativo
all’autostato con n e j definiti:

2
AE, . = E© @ n_ 3
T n2ep? \j+1/2 4

(Landau-Lifshitz, Fisica Teorica, vol. 4).

. L’Hamiltoniana completa del sistema dei due fermioni identici &

P1 Pz 28 & Pl Pz 1 2( G2 G2 *2)
H=P0 022 g 2?2856 = 2L 22 D )2 (2 - 52— §
2m + om + A = 22)°81 - 8> = om + o2m + 2 (1 = 22) ! 2)>

dove S ¢ 1o spin totale. Passando alle coordinate del centro di massa e della posizione relativa
e al loro momenti coniugati,

T, +x
X = 12 2, P=pi+p,
r = I1—X pi_p2
1 2 p 2 27

I’Hamiltoniana prende la forma

2
iy - Ar? (8-8-5).
dm  m
Questa Hamiltoniana & separabile in una Hamiltoniana, P?/4m, che dipende solo dalle osserv-
abili del centro di massa, e nella restante parte, che dipende solo dalle osservabili del sistema
relativo e dello spin. Inoltre H commuta con 52, S., 52 ¢ S2. Pertanto, le autofunzioni di [
devono essere della forma

O(X, x;8,m;s1;82) = U(X)p(x)x(s, m;sq, 82)
dove ¥(X) ¢ un’autofunzione di P?/4m, cio¢ un’onda piana della forma ¢*(%  con K reale
qualunque; x(s,m; $1, s9) puo essere una delle seguenti autofunzioni dello spin totale:

<1 11) =—-1,0,1 (0011)
X m227m_ P 22

Infine, la 1(x) ¢ 'autofunzione dell’Hamiltoniana del sistema ridotto
| 3
H,.(s) = % + §Ah2x2 (s(s +1)— 2) ,

dove s puo essere uguale a 0 o ad 1. Essendo il sistema in questione costituito da particelle
identiche, € necessario imporre la condizione di antisimmetria della funzione d’onda totale
sotto lo scambio 1 <» 2. L’autofunzione ¥(X) ¢ evidentemente simmetrica sotto tale scambio.
Le autofunzioni dello spin x sono simmetriche per s = 1, antisimmetriche per s = 0. Cio
impone che, nel caso s = 1, le autofunzioni del sistema ridotto (z) siano antisimmetriche
sotto lo scambio 1 <> 2, che implica x <> —z. Quindi esse devono essere le autofunzioni
dispari di

2
1
H(s=1)= % + AR



cioe le autofunzioni con numero quantico n = 1, 3, ..., di un oscilaltore armonico unidimen-
sionale di massa m/2 e pulsazione w = hy/A/m. Nel caso s = 0, le autofunzioni del sistema
ridotto ¢ (z) devono essere le autofunzioni pari di

P> 3

HT(S = 0) = E — ZAh2£E2 .

Questa Hamiltoniana non e definita positiva e non ammette autofunzioni normalizzabili. Essa
descrive un sistema in cui lo stato energeticamente piu favorito ¢ quello in cui le particelle
siano infinitamente distanti tra di loro.



I prova di recupero, 9 luglio 2008

1. (a) Per il teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)) abbiamo

<(§1 + 52) : (§1 - 52»
n?j(j+1)

(T (S — S))
Rj(j+ 1)

(52— 52)
R2j(j+1)

<(Sl,z - 527z)> = <Jz> = <Jz> = <Jz> :

Gli elementi di matrice di (S7, — Ss,.) tra stati con diverso valore di m sono evidentemente
nulli.

(b.i) L’Hamiltoniana imperturbata
— AQ . & A J2 q2 G2
HOZA5152:§<S _51_52)7

dove S rappresenta lo spin totale gl + 5'2, ha i seguenti autoket:

singoletto 0 = =312 S =0,M =0) = L (14)|-) — |-)|+))

s

|S=1M=1)=|+)|+)
tripetto Et(o) = +%h2 1S =1,M =0) = Z=(|+)=) +[=)]+))

Consideriamo ora l'effetto della perturbazione V = B(S; . — Sa..).

Lo spostamento energetico del singoletto al I ordine in teoria pertubativa e dato da

©0,0110,0) = 2 (-1 = =16+) (81 = 82 ) (19)1-) = 19)1+)
= Za(HT = 1) (012 + 1) + 1)+ )1)
=0,

dove si & preferito non usare il teorema della proiezione (vedere (a)) per evitare la difficolta
(peraltro aggirabile) dell’annullamento del denominatore j(j + 1) per j =S = 0.

Per trovare gli spostamenti energetici al I ordine degli stati del tripletto, occorre costruire
la matrice 3x3 della perturbazione V' sull’autospazio ad essi corrispondente. I termini da
calcolare sono del tipo

(1, M|V|1, M) = B(1, M| (SLZ - 52,Z> 1, M)

che risultano essere tutti nulli in virtu del teorema della proiezione (vedere punto (a)). In-
fatti, i termini fuori diagonale (M # M’) sono zero perché é nullo I'elemento di matrice di
(1, M|S,|1, M), i termini diagonali sono nulli perché S; = S,.

Tirando le somme, al I ordine perturbativo non c’e spostamento dei livelli energetici imper-
turbati.

(b.ii) Per effettuare il calcolo esatto, dobbiamo scrivere la rappresentazione matriciale dell’Ha-
miltoniana completa H rispetto ad una base conveniente. La scelta migliore ¢ la base formata



dagli autostati di Hy. La matrice cercata ¢ data pertanto da

(0,01H10,0)  (0,0[H|1,0)  (0,0H[L1) (0,0[H]|1, ~1)
(LOJH[0,0)  (LO[H|1,0) (LOH[L1)  (1,0[H|1,~1)
(LH0,0)  (LUHLO)  (LUHLL  (L1HL-1) |

avendo ordinato gli autovalori nella sequenza |0, 0), |1,0), |1,1), |1,—1). Poiché H = Hy+V,
con Hy diagonale rispetto alla base scelta, essa puo essere riscritta come somma della matrice

diagonale
-3 0 00

0 100
éhQ
4 0 010

0 001

con la matrice rappresentativa di V' = B(S;, — Sa2..), data da
(0,0[V]0,0)  (0,0]V[1,0)  (0,0[V|L,1)  (0,0[V|1,~1)
(L,0/v]0,0)  (1,0[V|L,0)  (L,0/V[L,1)  (1,0[V[1,—1)

L1VI0,0)  (LIVIL0)  (LIVILLY (1 1V[L,-1)

Di questa matrice sappiamo gia che sono nulli tutti i termini del tipo (1, M|V|1, M"), oltre a
(0,0[V]0,0). Restano da calcolare i termini (0,0[V'|1,0), (0,0[V|1,1), (0,0/V |1, —1) ed i loro
complessi coniugati. Poiché

(1= )iL0 = (s =5.) (1012 + 1)

— (M =k + b - 1)
= 10,0,

(Sl,z - SQ,z)|17 1) = (Sl,z - S2,z>|+>|+>
(Sl,z - 52,2)‘17 _1> = (Sl,z - 52,2)‘_>‘_>

0,
0

Y



la matrice rappresentativa di H diventa

-3 000 0100
A 0 100 1000
ZhQ + Bh
0 010 0000
0 00 1 0000

di cui ¢ facile trovare autovalori ed autovettori. Osserviamo che gli autoket di Hy |1,1)
e |1,—1) sono anche autoket di H, con i medesimi autovalori; gli altri due autoket sono
combinazioni lineari di |0,0) e |1, 0) e i loro autovalori differiscono da quelli imperturbati per
termini O(B?), compatibilmente con il risultato ottenuto in teoria perturbativa al I ordine.

2. (i.) Lo stato fondamentale, il I stato eccitato e il II stato eccitato, con le corrispondenti
energie, sono dati da

\ijond(xla x2) = ¢1(x1)¢1(x2) 5 Efond = 2Evl y
Ui (21, 20) = \/<¢1(I1)1/J2($2) + ¢1($2)¢2($1)) 3 Er=FEi+ E,=5F,
Urp(x, 22) = Yo(21)e(z2) , Err =2Ek, =8E; .

Tutti e tre gli stati sono non-degeneri.

(ii.) Secondo la teoria perturbativa al I ordine, caso non-degenere, gli spostamenti energetici
sotto la perturbazione V = —aV(d(x; — x3) sono dati da

Mg = [ doy [ dwaWy gl 22)V (@1, 22) ¥ ona(ar, 22)

a a 4 3V

= —GVO/ dz |V gona(w, 7)|* = —aVo/ dz— sin’ <7Tx> =-=,
0 0 a a

Agl) = /0 dl‘1/0 dﬁg\p;(iﬂl,ZL‘Q)V([Lj,iL‘Q)\I/](l’l,I‘Q)
= —aVO/O d:v]\IlI(x,x)| = —&VO/ da:— sin® (ﬁz) sin® <27rz> =-V,
AS}I) = /0 dl’lfo d$2\p;](l'1,ZL‘Q)V([L’l,ZL‘Q)\I’[](ZEl,QTg)
3V

= —aVo/ada:]\IfH(a: x)|° = —aVO/ dx—sm ( x) =5
0



II prova di recupero, 17 settembre 2008

1. (a) La funzione d’onda di uno stato con [ = 0 non dipende dalle coordinate angolari, essendo
proporzionale alla funzione armonica sferica Yy che ¢ costante. Pertanto, il valor medio del
primo termine dell’Hamiltoniana H’ su uno stato con [ = 0 ¢ proporzionale a

—

J18(8,-7)(S. ) = 5, 5] e, )

dove df) e I'elemento di angolo solido. Se dimostriamo che

— —

N I 4
[ 7(S. - Pae =55, -5, (10)
allora 'integrale in (9) risultera essere nullo, essendo evidentemente
[8,-5.a0-1x5,5,.

Per dimostrare (10), osserviamo innanzitutto che S, e S, sono due vettori fissati e che conviene
orientare 1'asse z del sistema di riferimento cartesiano lungo la direzione di uno di questi
vettori, diciamo S, e ’asse = sul piano che contiene entrambi i vettori S, ed S,. In questo

modo, le componenti cartesiane di S,, S, ed 7 saranno le seguenti:

S, = (0,0,[5.]) =5./(0,0,1) ,

—

®

= (|5,|sin e, 0,]5,| cos @) = |S,|(sin, 0, cos ) |

=P

= (sinfcos ¢, sin @ sin @, cos b)) ,

dove « e I'angolo compreso tra S, ed gp, mentre 6 e ¢ sono le consuete coordinate angolari.
L’integrale in (10) diventa

RN s 2
|S€||Sp|/ sin 9d(9/ d¢ (sin asin € cos ¢ + cos a cos ) cos 0
0 0

N = T 27
= ]Se|]5p|/ sin@dG/ d¢ cosacos®f
0 0

—

o5 ™ 4T - o 47 -
=27 |S,||Sp| cos a / cos? 0sin fdH = §|Se||5’p| cos o = ?WS@ Sy .
0

(b) L’effetto della perturbazione H' sul livello fondamentale dell’atomo di idrogeno & dovuto,
per quanto trovato al punto precedente, solo al secondo termine di H'. E conveniente riscrivere
questo termine nella forma

32 G2 J2
poge® S* —S; — S: 59(7)

H// —
- 3myme 2
dove S = 5’6 + gp, ed usare come base degli stati di spin del sistema elettrone-protone quella

formata dagli autostati di {S2,5.,S2, §§} Il livello fondamentale dell’atomo di idrogeno,
tenuto conto degli spin di elettrone e protone, ¢ 4 volte degenere e, con la scelta fatta per la
base degli stati di spin, gli autostati corrispondenti a questo livello sono dati da

@/)100(77)|S:1,Szzm> s m:O,:l:l ¢100(F)|S:0,Sz:0> .



11 valor medio di H” sugli stati del livello fondamentale ¢ dato allora da

[oge” 2 ¢(3) /= G2  d2 Q2
| 110 (P) P8 F) (5, 5.1(S* - 5 = S5, 5.)

6myme

2
= M9 1 g 5152~ &~ §))5,5.)

6m,m. ma?

S=1

N[ —=

= M0962 L X h2
6m,m. ma? 3 g_y

2

Per effetto della perturbazione il livello fondamentale si separa in due livelli, che distano in
energia
2 32 2 4
toge® h 4 2\ Me € -6
= —_— == . ~ 588 x 107" eV .
3mpme ma? 37 (mec )mp (47T€0h6> ¢

I fotoni emessi o assorbiti in seguito a transizioni tra questi due livelli hanno lunghezza d’onda

h
Azf:?l.lcm.

2. Osserviamo innanzitutto che la condizione sotto la quale V' puo essere trattato come una
perturbazione ¢ che il valore assoluto di un suo elemento di matrice tipico tra autostati
imperturbati del sistema sia molto piu piccolo della separazione tipica tra i livelli energetici
imperturbati. Nel caso in questione, un elemento di matrice di V' tra stati imperturbati ¢ di
ordine Vjp, essendo di ordine a? gli elementi di matrice tipici di 22 e di §?; la separazione tra
livelli imperturbati non eccede il valore dell’energia di ionizzazione, circa uguale a 13.6 eV,
quindi deve essere |Vy| < 13.6 eV.

Ricordando la struttura delle armoniche sferiche con [ = 2 (vedere Problema 2 del 14 luglio
2004), si conclude subito che V' puo essere scritto come
V=1 +T8

dove T fQ) sono tensori sferici di rango 2. Siamo ora in grado di affrontare agevolmente il
calcolo dello spostamento dei livelli energetici n = 1 ed n = 2 dell’atomo di idrogeno.

11 livello n = 1 & non-degenere (lo spin puo essere trascurato dato il tipo di perturbazione)
e 'autostato corrispondente, nella notazione standard |n,l, m), & dato da |1,0,0). Su questo
stato il valor medio di V' & evidentemente nullo, in virtu della regola di m-selezione (Sakurai,
(3.10.28)).

Passiamo ora al livello n = 2: esso ¢ 4 volte degenere e gli autostati imperturbati corrispon-
denti sono dati da |2,1,1), |2,1,0), |2,1,—1) e |2,0,0). La matrice rappresentativa della
perturbazione sugli stati imperturbati del livello n = 2, presi nell’ordine in cui sono stati
elencati, risulta essere molto semplice, in virtu della regola di m-selezione:

00 A0
0 0 0 0
A0 0O




dove A = (2,1,1|V]2,1, —1), che & un numero reale. Quindi, di fatto, c’e solo un integrale da
calcolare:

v
A= a% /@Z)SH(F)@Q - @2)1/)21—1(7:) dr’

00 T 27

- Kg [Roy (r))%r dr/ sin@d@/ do[Y1' (0, )Y, (6, ¢) sin® 6(cos® ¢ — sin® @)
a 0 0 0
R S (3N . o aig 2 in2
= [ gt [ (g ) it 00 [ cos® 6 —sin® ) do

— . =—12V}.



Prova finale, 26 marzo 2009

1. Al prim’ordine in teoria perturbativa, lo spostamento energetico del livello n-esimo e dato da

a/2+L/2 a/2+L/2
Al = V/ 9O ( )|2dx—V sin? <n7r >dm

a/2—L/2 a/2—L/2 a
VvV ra/2+L/2 9
= — [1 — COoS <n7r$>} dx
a/2—L)2 a

(g non(1+2) o (- 2)])

=V [L - i(305(717r) sin (mrLﬂ :

a nim a

Osseviamo che nel limite L — 0, si ha A — 0, mentre nel limite L — a, si ha Al — V,
come deve essere. Quando L — 0 e V — oo, con LV — A=costante, si ha

AW A [1 — cos(nm)] = A (712%) ’

a a

in accordo con il risultato ottenuto applicando una perturbazione della forma Ad(x — a/2),

infatti
AL = /0 Ad (a: - ) WO ()P de = A= / (a: - ) sin? (Tz) dx
_ A sin? (?) _4 [1 — cos(nm)] .

a a

2. Gli autostati del livello n=3 dell’atomo di idrogeno non-relativistico possono avere numero
quantico magnetico (=0, 1, 2, pertanto, se li classifichiamo come autostati simultanei degli
operatori J2 J,, L2 52 con J L—|—S abbiamo

o1 1 1 1
n:3,j:2,m7l:0,5:2> con m = 3713
1 1 1 1
n:3,j:2,m,l:1,s:2> con m:—§,+§
3 1 3
n:3,j:2,m7l:1,5:2> con m:—§,...,+§
3 1 3 3
n:3,j:2,m7l:2,5:2> con m:—g,...,+§
5 1 5 5
n:3,j:2,m7l:2,s:2> con m:—ﬁ,...,jti.

Per il teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)) abbiamo

J-L 1(J2+ 12— §?
(n=3,7,m;l;s|L,Jn =3,7,m;l;s) = #Uz):*( 2+ )
h%j(j + 1) 2 g+ 1)
hm (i + 1) + (1 +1) - 3/4
2 Jj(G+1)

(J2)

Y



(J-S) (PSP IY)

(n=3,j,m;l;s|S.In=3,5,m;l;5) = ———(J.)== — (J.)
Rj(j+1) 2 Wi +1)
hﬂj(j+1)+3/4—l(l—l—1)

2 J+1)

3. Poiché il sistema in questione & costituito da due particelle identiche di spin 1/2, la funzione
d’onda totale deve essere antisimmetrica. Ignorando lo spin, le autofunzioni del sistema sono
date da tutte le funzioni del tipo

‘1’(%,962) = 1/)7(2)@1)1/’7(2)@2) )

con ny,ny = 1,2,..., la cui energia corrispondente & Efg) + Efg) (per la notazione utilizzata
vedere il testo del Problema 1 di questo stesso appello).

Il livello fondamentale e quello con n; = ny = 1, la cui funzione d’onda per la parte spaziale

e
O () (25) |

che e necessariamente simmetrica sotto lo scambio 1 < 2. Cio implica che la funzione
d’onda di spin deve essere antisimmetrica e, quindi, non puo che essere la funzione d’onda
di singoletto di spin totale, |s = 0,s, = 0). Il livello fondamentale &, evidentemente, non-
degenere.

Il primo livello eccitato ¢ quello in cui uno tra i numeri quantici n; ed ny vale 1 mentre I’altro
vale 2. La piu generale funzione d’onda totale antisimmetrica sotto lo scambio 1 <> 2 puo
essere sempre scritta come combinazione delle seguenti quattro

1
V2
€

V2

dove con |s = 1,5, = —1,0,+1) sono stati indicati gli stati del tripletto di spin totale. 11 T
livello eccitato e, quindi, quattro volte degenere.

(7 @0 @) + 0 w)0d” () ) Is = 0.5, = )
(0 @u 2) = v @)l (@) )Is = L. = =1,0,+1)

L’effetto al I ordine della perturbazione sul livello fondamentale ¢ quello di produrre uno
spostamento pari a

Afona = [ doy [ dzaViay —2) [ @) [ (@)

Poiché la perturbazione non dipende dallo spin e poiché autostati con spin diverso del I livello
eccitato sono ortogonali tra di loro, 'effetto al I ordine della perturbazione su questo livello
e di produrre uno spostamento pari a

2

a a 1
A = [ day [ dwa Vi@ — ) \ﬂ( O s () + 08 @0)0 (w2))

della energia dello stato con funzione d’onda spaziale simmetrica, e uno spostamento pari a

2

a a 1
Ag(intisimm = / dry / dxy V(21 — ) |< O ()8 (25) — @Déo)(ﬂfl)@bio)(@))
0 0 V2

della energia dei tre stati con funzione d’onda spaziale antisimmetrica.



I prova di recupero, 15 luglio 2009

1. 11 livello fondamental dell’Hamiltoniana imperturbata

=9 —9 2 2
2 e 2 e

Hy = P1 + Py 2 - =
2m = 2m  ridmeg 1o dmeg

¢ dato da

EO —o © 2\ _ _gRy~ 10886V
fond — “° _471'605 = - y =~ — .oe

e la corrispondente autofunzione ha parte spaziale data da

T r - 1 2 ’ —2/a(r1+r

a

(la parte di spin della funzione d’onda ¢ irrilevante in questo problema).

Il livello fondamentale dell’Hamiltoniana perturbata, al prim’ordine in teoria perturbativa, e

dato da

Ej(”ozmd E](”cmd + Afcmd )

con 2
1
AW Weon — W .
fona =\ Yy d\4mO’T1_r2|| fond
Ora,

Wjonal o [ [ RGN -
on = - on = r T ond\T1, T - =
fd’rl_r2| fond 1 2 |¥tonalr1, T2 7 — 7|

1
= /dﬁ/dﬁ Wloo 7"1)¢100( )‘ I a——
|7 — 7|

Effettuiamo prima l'integrazione in 75, in cui il vettore 7 va tenuto fisso, e, per convenienza,
orientiamo 1’asse 29 nella direzione di 7;. Abbiamo allora che

|7 — 7| = \/Ff + 72— 27 -y = \J12 413 — 21y 1y cOs by

1 3/2 or o 4
( ) ] /drl/ Tg d’l“g/ d¢2/ sin 65d0, 6_5(T1+7"2)
T 0 ;
i + 75— 2riry cos by
6

2 00 1 —2(r1+ro)
- / dr, / rg dry / dx ¢
a 0 1 \/r2 2

(S

1
\Ijon ﬁlpon
< ! d'\rl—r2|| ! d>

T

1+rs—2rirx

1

6 00
) /df'l/ radrye” alritra) |2
0
_a
) [

1
\/r% + T% —2r 7‘24
1

rire

oo 4
/ rodrye a2 (ry + 1y — |1 — 7o)
0

N0 30 30 30 <

™
- 6—371 ™1 9 _4, o0 _4,
dr dre 2r5 e " + dry 2rirg e a"™
2
™ 0 1



2 /2 ar
= () /drl @ (a—e am (a—|—27"1))
™ \a (&1
2 /2\6 4 5
= — () —47r / drir (ae ol e’%“(a + 2r1)> = —.
™ \a 4a
Pertanto - ) .
(1) € €
o) 2 — _8Ry+ -Ry~ —T48eV .
Jond deg a + 4dmeg da v+ 2 Y ¢

Il confronto con il dato sperimentale non e disprezzabile, soprattutto in considerazione del
fatto che la correzione perturbativa A onq O € molto piccola rispetto ad Eﬁmd

. La funzione d’onda dello stato fondamentale avra parte spaziale necessariamente simmetrica
sotto lo scambio delle due particelle di carica negativa, di conseguenza anche la funzione
d’onda di spin deve essere simmetrica, essendo il sistema in questione un sistema di due
bosoni. Ora, nella composizione di due spin 1 possiamo avere spin totale pari a 0, 1 e 2. Gli
stati con spin totale 0 e 2 sono simmetrici sotto scambio delle due particelle, mentre quelli
con spin 1 sono antisimmetrici. Di conseguenza, lo stato fondamentale del sistema puo avere
solo spin totale pari a 0 e a 2. Il numero degli stati a spin totale 0 e pari a 1, mentre quello
degli stati a spin totale 2 € pari a 5, pertanto la degenerazione dello stato fondamentale e
pari a 6.

. Osserviamo innanzitutto che con le componenti del vettore 7 e possibile costruire il tensore
sferico di rango 2 le cui componenti sono date da

T8 = §($iiy)2,
T8 = Faxiy)e,
1
Téz) = (322 —7r%),

(vedere Problema 2 del 13 settembre 2006). Pertanto

Q = e(2,1,1(322 = r%)[2,1,1) = ev/6(2,1,1|T2[2,1,1) = e\/6<<2, 0; 1,11, 1>) - (EMR)

1 3
_ e\/éﬁ . (EMR) = e\/; (EMR) ,

da cui segue che

bQ

(EMR) = /5~

Ora, dal momento che
£E2—y2 :T22+T327
abbiamo che
e2,1,m'|(2* — y*)|2,1,m) = e(2, 1!, m/|(T? + T2,)|2,1,m) .

In virtu del teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)) e del fatto che, essendo n=2, I puo
prendere solo i valori 0 e 1, si vede facilmente che gli unici due elementi di matrice non nulli
Sono

2 LT+ T2)[2,1,-1) = e(2,1,1[T2|2,1, - (<2 21,-1]1,1)) - (EMR)

= \/g EMR) —e\[



€21, —1[(T% + THI2,1,1) = e(2,1,~1|T5%2,1,1) —e(<2 21101, -1)) - (EMR)

o - 350



II prova di recupero, 17 settembre 2009

1. Vedere Problema 2 del 9 luglio 2008.

2. (a) L’Hamiltoniana Hy ¢ separabile nella somma di due Hamiltoniane di oscillatore armonico
unidimensionale,

2

2 2
Ho— Py Pu T

2 mwQ 2 mwQ

2m 2 2 2

Dell’Hamiltoniana H,; conosciamo gli autostati |n;) ed i rispettivi autovalori, E,,, = hw(n; +
1/2), con n; = 0,1,.... Le autofunzioni di Hy; sono ovviamente le ¢, (x) = (z|ny), quelle di
Hoo le thn, (y) = (y[n2).

Gli autostati di Hy sono della forma |ny,ns) = |n1)|ns) e gli autovalori corrispondenti sono
Eviny, = Epy + Epy, = hw(ng + ng + 1). 11 livello fondamentale ¢ quello corrispondente a
ny =ng = 0 ed ¢ pari ad Eyo = hw. Esso ¢ evidentemente non-degenere. Il I livello eccitato
¢ realizzato per n; = 1, ng = 0 ed ny = 0, ng = 1. Esso ¢ pari a Ey o = Ep; = 2hw ed ¢
doppiamente degenere.

(b) L’interazione con il campo elettrico uniforme comporta I’aggiunta all’Hamiltoniana H,
del termine V' = —eFx, dove e e la carica dell’elettrone. Se possiamo trattare questo termine
come una perturbazione, abbiamo allora che per il livello fondamentale, che € non degenere,
lo spostamento al I ordine perturbativo e dato da

AS) = (0,0[v]0,0) = —eE(0, 0[]0, 0)
= —el(0|2]0),(0]0), =0,

poiché le autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale hanno parita definita.

Il T livello eccitato ¢ doppiamente degenere, pertanto per calcolare lo spostamento al I ordine
perturbativo dobbiamo prima scrivere la matrice rappresentativa di V' sull’autospazio relativo

al I livello eccitato:
(1,0[V[1,0) (1,0[V]0,1)
(0, 1V]1,0) (0,1]v|o,1) | -
Gli elementi di matrice (1,0|V]1,0) e (0,1]|V]0,1) sono nulli per lo stesso motivo per cui lo
era (0,0[V]0,0). L’elemento di matrice
(1,0/V]0,1) = (0, 1|V[1,0)" = —eE(0, 1|z|1,0) = —eE(0|x|1),(1|0), =0,

per l'ortogonalita tra i ket |0) e |1).
Pertanto, al prim’ordine perturbativo l'effetto della perturbazione sul livello fondamentale e
sul I livello eccitato e nullo.

(c) Gli autovalori dell’Hamiltoniana perturbata H = Hy + V possono essere trovati in modo
esatto osservando che

2 2 2
2. p mw= o 2
H = Yo B T —¢E
2m+2m+ 5 (x*4+y°) —eFx
2 mw? eF \? 2 mw? 1 e2E?
— pm+< _ ) +p7y+7y2—*
2m 2 mw? 2m 2 2 mw?

che, detta X = z — eE/(mw?), ¢ della forma dell’Hamiltoniana originaria Hy, a meno della
costante additiva —e?E?/(2mw?). Poiché X differisce da x per una costante, X e p, contin-
uano ad essere variabili coniugate e gli autovalori di H sono gli stessi di Hy, a meno della



costante —e?FE?/(2mw?), cioe lo spostamento energetico esatto ¢ dato, per ogni n, da un

termine quadratico in F. E pertanto evidente che lo spostamento energetico in teoria delle
perturbazioni al prim’ordine non poteva che risultare nullo.

. Osserviamo innanzitutto che con le componenti del vettore 7 e possibile costruire il tensore
sferico di rango 2 le cui componenti sono date da

1 .
TS = Slaxiy)?,
T8 = F(r+iy)z
1
TO(Q) = =322 —1r%),

V6
(vedere Problema 2 del 13 settembre 2006). Pertanto

Q = e(3,2,2(32 —7“)|322)—6\/_(322|T2|322}-6\/_<(2022|2 2>>~(EMR)

= e\/_\[ EMR) —e\/j (EMR) ,

da cui segue che

T
EMR) =
( ) 12 e
Ora, dal momento che
1
(Ty —T?

abbiamo che .
e(3,2,m'|xy)|2,1,m) = 5(3,2,m/\(T22 —T2,)]3,2,m) .
7

In virtu del teorema della proiezione (Sakurai, (3.10.40)), gli unici elementi di matrice non
nulli sono

5 (32,015 —T2,)13.2,-2) = §<3,270|T§|3, 2,-2)

- 2 <<2 2,2, 2|2, 0)) (EMR)

e /2
= — (EMR) 1/
2%\ 7 2 e 22\/_

532 (T = T2)3.2,-1) = Z(38.21T713.2,-1)

_ 2‘1(@,2;2,—1]2, 1>) . (EMR)

e (3 e Q Q
— — /2. (EMR) = —
2i \ 7 (EMR) 22’\/; 12¢ 45

" (3,2,2|(1F — T2,)[3,2,0) = ~(3,2,2|T¢]3,2,0)

ot el

= = (<2 2:2,0]2, 2>) (EMR)

e (2
- (EM —
2% 7 R)= \[ '6’




2£<37 27 _2‘(T22 o T32)|37 27 O) = _%<37 27 _2’T272|37 27 O>
1

1
e |2 e
= —= (EM
2%\ 7 R) 22\/> \/6’
e

27.<3,2,—1\(T22 ~T2)3,2,1) = —5; (3 L —1T2,03,2,1

)
- —(<2 _2:2,1)2, - ) (EMR)
21
e

e |3
= —— (EM = —
2%\ 7 R) 2 \/7 ’

%<372?0|(T22 _T32)|37272> = 37270|T32|37272>

5
- _;<<2 ~22,22, o>> - (EMR)

e |2
= —— EMR =
21 7 \/> 21\/_




Prova finale, 30 marzo 2010

1. (a) Il nucleo e I'elettrone dell’atomo 2 siano posti rispettivamente in z = 0 e in = x5, mentre
il nucleo e l'elettrone dell’atomo 1 siano posti rispettivamente in x = R e in x = R + x;.
L’espressione data per V' e allora la somma dei potenziali coulombiani per le interazioni,
rispettivamente, tra i due nuclei, tra nucleo 2 ed elettrone 1, tra nucleo 1 ed elettrone 2, tra
i due elettroni.

(b) Ricordando che

Ll ) oo
R+z R R R2 R3)

e facile verificare che V' si semplifica come indicato nel testo.

(¢) L’Hamiltoniana Hy & separabile nella somma di due Hamiltoniane di oscillatore armonico
unidimensionale,

2 2 2 2

Dy mw< D5 mws o

Hy=|—+ + | ==+ =Hyo1+Hys .
0 lZm 2 xl] [Qm 2 le 0.1 0.2

Dell’Hamiltoniana Hy; conosciamo gli autostati |n;) ed i rispettivi autovalori, ES?) = hw(n; +

1/2), conn; = 0,1,.... Gli autostati di Hy sono della forma |ny, ny) = |n1)|ns) e gli autovalori
corrispondenti sono Efg%m = E" + E® = lw(n; + ny + 1). 1l livello fondamentale & quello

corrispondente a ny = ny = 0 ed ¢ pari ad Eé?g = hw. Esso ¢ evidentemente non-degenere.
Lo spostamento al I ordine perturbativo ¢ dato da

Aflp = (0,0]V[0,0) o< {0]r1|0) {Olz20) =0,
per parita.
Il primo termine di spostamento energetico non nullo ¢ pertanto quello di IT ordine, dato da

AL~y Mmmvioor o {akas[O)F (ol 0)

0 0 - 2 6 Z 0 0
(k}l,kz);ﬁ(o,o) E(g,g - ]E}l?kz (27T60) R (k‘l,k2)7é(0,0) E((),g - I(fl?kg

Gli unici elementi di matrice non nulli tra quelli che appaiono al numeratore della precedente
equazione sono quelli per k; = ko = 1, per i quali si ha

h
(L21]0) = (Lfa2]0) =4/ 5 —

(Sakurai, (2.3.25a)). Pertanto

A(2) _ 64 h 2 1 .
0 (2mep)?R6 \ 2mw ) —2hw

In definitiva, al II ordine in teoria delle perturbazioni, il livello fondamentale ¢ dato da
4 h
‘ . (11)
(2mep)2 RS 8m2w?

Eoo = E(()?g + A(()?(% = hw —

(d) Consideriamo I'Hamiltoniana perturbata H = Hy + V/,

2 e2 1
(.CE% + y% + 2A.CE1£E2) s A=

2 2 mw
H_pil_‘_pi_{_

 2m  2m 2 C omeo B3 mw?



Definendo i seguenti nuovi operatori posizione ed impulso,

Ty + To P1 + D2

X = 5 P: )
' V2 ERYZ)

X, = 1171—56'2’ P2:p1—p2

V2 V2

che soddisfano relazioni di commutazione canoniche, troviamo facilmente che

P P} muw? mw?
1+ A)X?
om Tom T2 (1+A4)X; +

che e separabile nella somma di due Hamiltoniane di oscillatore armonico unidimensionale
con pulsazioni wv/1 + A e wy/1 — A. Quindi gli autovalori esatti del sistema sono dati da

1 1
Enin, =hwvl+ A (nl + 2) +hwv1l—A (n2 + ) .

2
Per il livello fondamentale abbiamo

Eo,():ii;J(\/l%—AﬂL\/l—A) :fgu<2—jf+0(/l4)> = hw (1—1§+O(A4)> ,

in perfettamente accordo con il calcolo perturbativo al II ordine.

. (a) Osserviamo innanzitutto che il potenziale V' puo essere scritto come un tensore sferico
di rango 3.

I1 livello fondamentale (n = 1) ¢ non-degenere ed ha [ = 0. Lo spostamento al I ordine di
questo livello ¢ nullo, poiché un tensore di rango 3 ha valor medio nullo su uno stato con
[=0.

I1 T livello eccitato (n = 2) ¢ degenere e ad esso corrispondono stati con [ =0 ed [ = 1. Tutti
gli elementi di matrice tra autostati di questo livello sono della forma

(L, ma|T P ly,ma) . Ly =0,1,

pertanto sono tutti nulli, in virtu del teorema di Wigner-Eckart. Infatti, la composizione tra
momento angolare 0 e momento angolare 3 da solo stati di momento angolare totale 3 (e non
contiene pertanto stati con momento angolare totale 1), mentre la composizione tra momento
angolare 1 e momento angolare 3 da stati di momento angolare totale 4, 3, 2 (e non contiene
pertanto stati con momento angolare totale pari a 0).

(b) Se si introduce un sistema di assi cartesiani con origine al centro della cella cubica di
spigolo pari ad 2a, le posizioni degli ioni sono individuate dalle terne

a(ny,ng,m3),  ny,ng,nz = +1.

Detta (x,y, z) la posizione dell’elettrone dell’atomo di idrogeno, il potenziale coulombiano a
cui esso e soggetto ¢ dato da

q 1
V(l‘, v, Z) — Z (_1)n1+n2+n3 7
ni,n2mz——1,41 dmeg \/(cml — )2+ (any — y)? + (ang — z)?

dove +q denota la carica dello ione e gli ioni sono stati disposti in modo che le cariche si
alternino spostandosi da un vertice del cubo a quello adiacente. Ora si dovrebbe sviluppare V'
in serie di Taylor e trovare il primo termine non nullo dello sviluppo. Cio puo essere evitato se
si osserva che V(z,y, z) & una funzione dispari rispetto a ciascuna delle sue variabili, pertanto
il primo termine non nullo dello sviluppo in serie deve essere necessariamente di terzo grado
e proporzionale a zyz. Infatti, ogni termine di grado inferiore al terzo (come ad esempio z,
x?, zy, ecc.) o di terzo grado, ma diverso da xyz, ¢ pari almeno in una delle variabili e non
puo quindi apparire nello sviluppo di V(z,y, 2).



Appello straordinario, 15 giugno 2010

1. Osserviamo innanzitutto che la condizione sotto la quale V.4 puo essere trattato come una
perturbazione e che il valore assoluto di un suo elemento di matrice tipico tra autostati
imperturbati del sistema sia molto piu piccolo della separazione tipica tra i livelli energetici
imperturbati. Nel caso in questione, un elemento di matrice di Vjaq tra stati imperturbati
¢ di ordine A/a®, con a il raggio di Bohr; la separazione tra livelli imperturbati ¢ invece
dell’ordine di €?/a.

I1 potenziale Viuaq puo essere considerato come la componente zero di un tensore sferico di
rango due, Viyad = TO(Q) (vedere Problema 2 del 14 luglio 2004). Osserviamo, inoltre, che e
un operatore pari.

(a) Utilizzando la consueta notazione |n, [, m) per un generico autostato dell’Hamiltoniana im-
perturbata, lo spostamento al prim’ordine del livello fondamentale (n = 1) & dato dall’elemen-
to di matrice

(1,0,0|7%?|1,0,0) ,

che e nullo in virtu del teorema di Wigner-Eckart.

(b) I T livello eccitato (n = 2) & degenere, quindi va considerata la matrice formata dagli
elementi del tipo

2,0, m'|T?12,1,m) ,

con [,I'=0,1. Per la regola di m-selezione possono essere diversi da zero solo gli elementi di
matrice con m’ = m. Ci si restringe quindi agli elementi di matrice del tipo

(2,0,0|7¢712,0,0),  (2,1,0|7%12,0,0) ,  (2,0,0[737|2,1,0), (2,1, m|T ?|2,1,m) .

Il primo elemento di matrice ¢ analogo a quello incontrato per il livello fondamentale ed e
nullo per Wigner-Eckart. 11 secondo e il terzo sono nulli per parita (si ricorda che la parita
di uno stato con [ definito & (—1)!). Gli unici elementi di matrice non nulli sono pertanto

2,1,177)12,1,1),  (2,1,0/T?12,1,0), (2,1, -1|T{?|2,1, —1)

che hanno in comune I'elemento di matrice ridotto (2, 1||7®||2,1) = (EMR). In particolare

1
2,1, 1T%%12,1,1) = (2,1, -1|T}?|2, 1, 1) = ——(EMR) ,
( 757 )= 757 ) \/E< )

2
2,1,0|7%?(2,1,0) = ——=(EMR) ,
( 757 ) \/5( )

Pertanto, il livello n = 2 si separa in tre sottolivelli, con spostamenti dati da
A%,O =0 )

2
Ajir= Ayl 1= S (EMR) . Ay = = (EMR).

(¢) Per calcolare gli spostamenti ¢ sufficiente determinare quanto vale (EMR). Possiamo farlo
a partire da uno qualunque degli elementi di matrice del tipo (2, 1, m]TO(Q) 12,1, m). Scegliendo

per semplicita quello con m = 0, abbiamo
2,1, 0>

2
—%(EMR) = (2,1,0/T¢7(2,1,0) = (2,1,0[Vquaa|2, 1,0) = A<2, 1,0

r? — 322

rd




A
30a3 ’

_r? — 322 (L o r? — 322
:A/dr |\pm|2:2m/0 sde@/O ridr R ()Y (0) =

i
da cui segue

AV5
60a3

. (a) Utilizzando la notazione di Dirac e indicando con |¥) lo stato del sistema delle due
particelle e con |+), |—) rispettivamente gli stati corrispondenti alle funzioni d’onda ¢ () e
Y_(z), abbiamo per il caso bosonico/fermionico

) = N(I9)1-) £ 1)) |
dove N ¢ la costante di normalizzazione. Essa ¢ fissata dalla condizione

1 = <‘If|‘lf>=IN!2<<+|+><—|—>+<—\—><+|+>i<+|—><—|+>i<—|+><+|—>)

(EMR) =

= |N|2<1 +1+ 2|<+|—>|2) = 2|N|2(1 + 6—25“2> :

avendo usato
2

(== [ dr gy @) (@) =

Segue pertanto che
1

N = :
2(1 + e~2842)

avendo posto uguale a zero la fase di V.

(b) Scrivendo, con ovvia notazione, H = H; + Hs, abbiamo che il valor medio dell’energia
totale ¢ dato da

(Hy = INP(CHE) + (~Hhl=) + () + (-] Hal-)
£ G H|=) (=) & ([HL ) (=) 2 (Bl =)=+ 2 (| Hal+) ()
— ANP(CHH) + (| Hal=) & G =) (1) (=) (14

dove nell’'ultimo passaggio ¢ stato fatto uso dell’hermitianita di H; e H, e del fatto che
(+|Hy2|+) = (—|Hi2|—). Nel caso di particelle distinguibili, la prima nello stato |+) e la
seconda nello stato |—), avremmo trovato

(H)aist = (+[Hi[+) + (=[Ha| =) ,

che differisce dall’espressione di sopra per i termini preceduti da £ (si osservi che, nel limite
di grande separazione tra le funzioni d’onda 1, (x) e ¥ _(z), la costante di normalizzazione
N vale circa 1/v/2).

Calcoliamo ora (H). Gli ingredienti sono
pr
4m
Bh? 2\ —Ba?
(M| =) = (=[Hil+) = (+|Ha| =) = (= [Haf+) = (1 = 2fa7)e™™"

(HHil+) = (=[Hi[=) = (+|Ha|+) = (=[Ha| =) =

e l'espressione gia trovata per (+|—) = (—|+). Il risultato finale ¢

_ BR*1 £ (1—2Ba?)e 20

H) =
() 2m 1 & g—2ha? ’




mentre per particelle distinguibili avremmo trovato

pn?
H)gist = — .
(i 2m
(c) La forza efficace F' = —0(H)/0a nel caso bosonico risulta essere

26%h%a 1+ (1 — 2Ba?)e*?’
m (1 + e20a%)2 ’

Fbosoni =

che & minore di zero (attrattiva) per Sa? > 1; nel caso fermionico abbiamo invece

- _ 28%h%a 1 — (1 —2Ba?)e?
fermioni — m (1 — 62/3(12)2 ;

che & sempre maggiore di zero (repulsiva).



I prova di recupero, 14 luglio 2010

1. La condizione sotto la quale V,aq puo essere trattato come una perturbazione ¢ che il valore
assoluto di un suo elemento di matrice tipico tra autostati imperturbati del sistema sia molto
piu piccolo della separazione tipica tra i livelli energetici imperturbati. Nel caso in questione,
un elemento di matrice di Vgy.q tra stati imperturbati ¢ di ordine A/ a®, con a il raggio di
Bohr; la separazione tra livelli imperturbati ¢ invece dell’ordine di €2 /a.

I1 potenziale Viyaa pub essere considerato come la componente zero di un tensore sferico di

rango due, Viyad = T (vedere Problema 2 del 14 luglio 2004). Osserviamo, inoltre, che e
un operatore pari.

(a) Il IT livello eccitato (n = 3) ¢ degenere, quindi va considerata la matrice formata dagli
elementi del tipo
(3,0 /1573, 1,m)

con [,1'=0,1,2 e dove abbiamo usato la consueta notazione |n, [, m) per un generico autostato
dell’Hamiltoniana imperturbata.

Per la regola di m-selezione possono essere diversi da zero solo gli elementi di matrice con
m’ = m. In virtu del teorema di Wigner-Eckart e della parita (si ricorda che la parita di uno
stato con [ definito & (—1)!) si puo far vedere che gli elementi di matrice non nulli sono

(3,2,2|T¢V(3,2,2) = (3,2, —2|T?|3,2,-2) |

(3,2,1|T¢7(3,2,1) = (3,2, —1|T?|3,2, -1) |
(3,2,0|7¢V13,2,0) ,

(3,1,1|7%3,1,1) = (3,1, -1|T{?[3,1, -1) ,
(3,1,0|7%%3,1,0) ,

(3,2,0|7:%|3,0,0) = (3,0,0/T.¥|3,2,0) .
Gli elementi di matrice ridotti che servono sono pertanto
3.2T®)3,2) . G UTPB, 1), (3.2)|TP][3,0) .

(b) Attraverso il teorema di Wigner-Eckart, possiamo calcolare il primo dei tre elementi di
matrice ridotti di sopra:

2
\ﬁ@ 2|73, 2) = (3,2,0/75”[3,2,0)

4A
R§2(T)|Y02(6)|2 = T 983543

(¢) Come si puo vedere dalle relazioni tra gli elementi di matrice non nulli, e assumendo che
non ci siano degenerazioni accidentali, il livello n = 3 si separa in sei sottolivelli:

2 322

—A/dr ]\11210\ = 27TA/ sm@d@/

1 1 1 1 1
A:(a % 2 = Aé % -2 A:(a,%g = A:(’),) —1> Az(s,%,o )

(1) (1)
A3,1,1 = AS,I,—I ) ACETE +A390-300

dove con Ag;o,g,w abbiamo indicato ’autovalore del minore della matrice della pertur-
bazione formato dalle righe e dalle colonne relative agli stati |3,0,0) e |3,2,0).



2. Trattandosi di un sistema di fermioni, la funzione d’onda totale deve essere antisimmetrica
sotto lo scambio delle due particelle. Poiché la funzione d’onda di spin e quella di tripletto
(simmetrica), la funzione d’onda del moto spaziale degli elettroni deve essere antisimmetrica.

Dal momento che l'interazione tra i due elettroni dipende solo dalla loro posizione relativa,
e opportuno descrivere il sistema in termini delle coordinate del centro di massa e del moto
relativo, date rispettivamente da

_.T1+332

X ;
2

r=x1 — Ty .

Rispetto a queste coordinate e ai loro momenti coniugati, P e p, 'Hamiltoniana del sistema

di scrive
2 2

P p
H=-—+5
QM-I—QM—FV(Q:),

dove M = 2m ¢ la massa totale, u = m/2 la massa ridotta e V(z) il potenziale di una buca
unidimensionale infinita. Una Hamiltoniana siffatta ¢ evidentemente separabile, quindi le sue
autofunzioni sono della forma

¢E,n(X’ "L‘) = WE(X)¢n(x) )

dove
oiPX/h

Vorh '

¢ 'autofunzione della Hamiltoniana (libera) relativa al moto del centro di massa con auto-
valore £ = P?/(2M), mentre

wn(x):{ \/%sin(%x) 0<z<a

0 altrove

Vp(X) =

conn = 1,2, ... e lautofunzione della Hamiltoniana di una particella di massa y in una buca
unidimensionale infinita di larghezza a relativa all’autovalore E,, = n?r2h%/(2ua?).

Lo stato fondamentale per momento totale P nullo e quello corrispondente al minimo valore di
n compatibile con I'antisimmetria della funzione d’onda spaziale. Osservando che lo scambio
delle coordinate x; e x5 lascia invariata la posizione del centro di massa X e fa cambiare di
segno la coordinate del moto relativo x, 'antisimmetria della funzione d’onda spaziale implica
che 1, (z) deve essere una funzione dispari. Il piu piccolo valore di n per cui cid succede &
n = 2. Quindi lo stato di piu bassa energia con momento nullo ¢

Vo2 (X, x) = o) ,
che ha energia pari a 272h?/(pa?).



II prova di recupero, 16 settembre 2010

1. Osserviamo innanzitutto che I’'Hamiltoniana H, di un oscillatore armonico tridimensionale
isotropo e della forma

2 2 2 2
yo py 2 mw 2 2 2
Hy = 2242w
0 5 T o Tt 5 (= +y" +27)
2 2 2 2 2 2
o ome? Py | mw’ o, ps o omw?
N [2m+ 2 x]+l2m+ 2 y]+[2m+ 2 Z]

HO,IL‘ + HO,y + HO,Z .

Di ciascuna Hamiltoniana Hy;, i = x,y, z, conosciamo gli autostati |n;) ed i rispettivi au-
tovalori, F,, = hw(n; + 1/2), con n; = 0,1,.... Pertanto, gli autostati di Hy sono della
forma

My Ny, ) [ £) = [na)ny) |n2) [ £)

e gli autovalori corrispondenti sono E, ., n. = En, + En, + E,, = hw(ng, +ny +n.+3/2). 11
livello fondamentale & quello corrispondente a n, = n, =n, = 0 ed & pari ad Ey oo = 3hw/2.
Esso ¢ due volte degenere, perché puo essere realizzato in due stati di spin diversi.

E possibile trattare V' come una perturbazione del sistema se il valore assoluto dei suoi
elementi di matrice ¢ molto piccolo rispetto alla separazione tipica tra i livelli imperturbati.
Cio implica

h 2w

Map= < hw  — N < —,

2 ap
dove ag = y/h/(mw) & la lunghezza caratteristica dell’oscillatore armonico.
La perturbazione V' non ha alcun effetto sul livello fondamentale al prim’ordine perturbativo,
poiché

(0,0,0[(£[(7"- 5)]0,0,0)|&) = (0,0,0/{(£|(xs; + ysy, + 25.)]|0,0,0)|=£)
(010} (£l 52| %) + (O[y|0)(£]sy|E) + (0]2]0) (£]s:|£) = 0.

Passiamo a considerare U'effetto al second’ordine perturbativo sullo stato |0,0,0)|+) (le cose
vanno in modo identico per lo stato |0,0,0)|—)). Lo spostamento ¢ dato da

|(ng, nyy, mz (8| (A7 - §)]0,0,0)|+)]?

A((JQ(%OJr = Z

{nany,nz}#{0,0,0 Eo00 = Engny .

_ [|<1,o,0|<—|<:csx>\o, 0,0)[+)F , 1{0,1,0{=|(y5,)[0,0,0)|+)
Eo,o,o - El,o,o Eo,o,o - EO,l,O
(0.0, 1r<+|<zsz>\o,o,o>\+>12]
EO,O,O - EO,O,I
‘)"2 2 2 2

=~ | [{1l0) (= [sol ) + {LIyI0) (s [+)I* + [{1]210)(+]s:|+)

Y AN IV
hw | 2mw \ 2 O Smw?
2. Gli autostati del sistema imperturbato, cioe del sistema descritto dall’Hamiltoniana Hy, sono
della forma

In, l,my)|E)e|E),, n=12,..., [1=0,....n—=1, m=—l...,+l,



dove |£)., rappresenta lo stato di spin dell’elettrone o del positrone. Lo spettro di Hj
dipende solo dal numero quantico n ed ha la stessa forma di quello dell’atomo di idrogeno
non-relativistico, con la massa ridotta del sistema elettrone-protone rimpiazzata da quella
del sistema elettrone-positrone, che ¢ uguale a m/2, detto m il valore comune della massa di
elettrone e positrone. Per lo stato fondamentale del sistema abbiamo n =1, [ = 0.

(a) Quando B = 0, e conveniente usare per gli stati di spin la base formata dagli autostati
dello spin totale, cioe quella formata dagli stati di singoletto, |S = 0,5, = 0), e da quelli
di tripletto |S = 1,5,), con S, = £+1,0. Rispetto a questa base, Hg ¢ infatti diagonale,
potendosi scrivere

A o -,

= 5(52 —52-57).

Abbiamo allora che Hg ha come autovalori

A 3 3 An?

5 <2h2 — 1712 — 4h2) = T trlpletto s
A

3.5 3. 3AR*
—(0—=h*"—-h = —— 1 .
5 (O 4h 1 ) 1 singoletto

Hs

Di conseguenza Hg produce la separazione del livello fondamentale in due livelli, uno (tre
volte degenere) che si sposta di Ah?/4, I'altro (non degenere) che si sposta di —3AR*/4.

(b) Orientando 'asse z lungo la direzione del campo magnetico B e osservando che elettrone
e positrone hanno carica opposta, il termine Hpg si puo scrivere come segue:

eB

Hy=—"
mc

(Sz,e - Sz,p) .

Lo spostamento del singoletto ¢ dato, al prim’ordine in teoria delle perturbazioni, da (pedici
e, p omessi per semplicita)

(0,01H510,0) = =22 ({411 = (=1(+]) (520 = 52) (1) = 1)14)

= =222 (1 = 1) 5 (I + 1)) + 1)+ 1)1+ =0

Anche sul tripletto Hp non produce effetto al prim’ordine, infatti

(520 = 82p)[1,1) = (520 = 52p) [ )| +) = 0,

(520 = 5:)1.0) = (3¢ = 320) 5 (1910 + 1900) = B (19101 = 1) = 0.0}

(3276 - szm)‘la —1) = (Sz,e - Sz,p)|_>|_> =0,

da cui segue che la matrice rappresentativa di Hp sull’autospazio generato dagli stati del
tripletto e identicamente nulla.

A questi risultati si poteva pervenire immediatamente attraverso il teorema della proiezione
(Sakurai, (3.10.40)): siccome Hp ¢ proporzionale alla componente z di un vettore, i suoi
elementi di matrice su stati con spin totale definito devono essere proporzionali a quelli della
componente dello spin totale .S,. Il coefficiente di proporzionalita ¢ dato da un valor medio
dell’operatore B

(5 —5p) - S = (8. = 5p) - (Se +5,) = (57— 5))

che ¢ sempre uguale a zero per il sistema in esame.



(c¢) In questo caso, dovendo trattare Hp come perturbaziona di Hy, conviene adottare per
gli stati di spin di elettrone e positrone la base |+).|£),, che ¢ base di autostati per Hp.
Abbiamo allora

eB

Hplt)el)p = = (82 = s2p)[F)el+)p = 0,
eB eBh
HB|+>6|_>p = _%(Sz,e - Sz,p)|+>e|_>p = _W|+>e|_>/p )
eB eBh
HB|_>8|+>p = _%(52,6 - Sz,p)|_>e|+>p = +%|_>e|+>73 )
eB
Hp|=)el=)p = = (820 = 82p)|=)e[=)p =0,

da cui si leggono immediatamente gli spostamenti energetici.

. Trattandosi di un sistema di fermioni, la funzione d’onda totale deve essere antisimmetrica
sotto lo scambio delle due particelle. Poiché la funzione d’onda di spin e quella di singoletto
(antisimmetrica), la funzione d’onda del moto spaziale degli elettroni deve essere simmetrica.

Dal momento che l'interazione tra i due elettroni dipende solo dalla loro posizione relativa,
e opportuno descrivere il sistema in termini delle coordinate del centro di massa e del moto
relativo, date rispettivamente da

_.T1+$2

X ;
2

r=x1 — Ty .
Rispetto a queste coordinate e ai loro momenti coniugati, P e p, 'Hamiltoniana del sistema

di scrive
2 2

p
H=—+"—+4V(z),
2M + 21 (@)
dove M = 2m ¢ la massa totale, u = m/2 la massa ridotta e V(z) il potenziale di un
oscillatore armonico unidimensionale. Una Hamiltoniana siffatta ¢ evidentemente separabile,
quindi le sue autofunzioni sono della forma

77Z1E,n()(’ :L‘) = WE(X)¢n(x) )

dove
oiPX/h

Vorh '

e 'autofunzione della Hamiltoniana (libera) relativa al moto del centro di massa con autoval-
ore £ = P?/(2M), mentre v,(x), con n = 0,1,2, ..., & 'autofunzione della Hamiltoniana di
una particella di massa u soggetta a potenziale armonico con pulsazione w’' = w+v/2, relativa
all’autovalore E,, = hw'(n + 1/2).

Vp(X) =

Lo stato fondamentale per momento totale P nullo ¢ quello corrispondente al minimo valore
di n compatibile con I’'simmetria della funzione d’onda spaziale. Osservando che lo scambio
delle coordinate x; e x5 lascia invariata la posizione del centro di massa X e fa cambiare di
segno la coordinate del moto relativo x, la simmetria della funzione d’onda spaziale implica
che 1, (z) deve essere una funzione pari. Il pitt piccolo valore di n per cui cio succede & n = 0.
Quindi lo stato di pitt bassa energia con momento nullo e

Yoo(X, ) = o(z)

che ha energia pari a hw'/2.



Appello straordinario, 17 novembre 2010

1. (a) L’operatore V & pari e puo essere scritto come somma di componenti di un tensore sferico
di rango 2 (vedere Problema 2 del 14 luglio 2004):

V="3+17%

Un generico elemento di matrice di V' tra autostati del livello n = 3,
B3, U,m'|\V|3,l,m), 1,I'=0,1,2,

e diverso da zero se m’ = m + 1 e se [ ed I’ hanno la stessa parita. Il teorema di Wigner-
Eckart, insieme alla parita, impone che, se [ = 0 allora I’ =2, sel =1 alloral'’ =1,sel =2
allora I’ = 0,2. Tenendo conto di queste regole di selezione, gli elementi di matrice non nulli
risultano essere i seguenti:

(3,2,2|V[3,2,1) , (3,2,1|V]3,2,0) , (3,2,1|V]3,0,0) ,
(3,2,0|V]3,2, 1),  (3,2,—1|V[3,2,-2),  (3,2,—1|V|3,0,0),
(3,1,1|V3,1,0) (3,1,0|V]3,1,—1) ,

e i loro complessi coniugati.

(b) Gli elementi di matrice ridotti che & necessario conoscere sono i seguenti tre:

(3,2||T@|[3,2),  (3,2]|T®|3,0),  (3,1||T@||3,1) .

(c) In virtu del teorema di Wigner-Eckart (Sakurai, (3.10.31)), si ha che

GoavBay | Gy | (RUEURY A i
(3,2,-1]V]3,2,0) <3,2,—1\T£21)]3,2,0> <<27_1’<2’0‘>’2’_1> —

1/14

2. Osserviamo innanzitutto che I’Hamiltoniana H, di un oscillatore armonico tridimensionale
isotropo e della forma

2 2 2 2
Dy D p, [ w4 2, .2
H = L=y
0 2m 2m+2mjL 2 (T +y +2)
2 2 2 2 2 2
o ome? Py | mw? ps mw®
- [2mf+ 2 x]-+[2m + 2 yl'%lmn*_ 2 Z]

HO,x + HO,y + HO,Z .

Di ciascuna Hamiltoniana Hy;, i = x,vy, z, conosciamo gli autostati |n;) ed i rispettivi au-
tovalori, E,, = hw(n; + 1/2), con n; = 0,1,.... Pertanto, gli autostati di H, sono della
forma

My iy, 2) | = 1) [y ) nz)
e gli autovalori corrispondenti sono Ey, , n. = En, + En, + E,, = hw(ng, +ny +n.+3/2). 11
livello fondamentale ¢ quello corrispondente a n, =n, =n, =0 ed ¢ pari ad Ey o = 3hw/2.
Esso non e degenere.

Se il sistema e sottoposto ad un campo elettrico uniforme diretto lungo z di ampiezza pari
ad E, ’'Hamiltoniana viene modificata con I’aggiunta del termine V = —qFEz, che puo essere
trattato come perturbazione se il valore assoluto dei suoi elementi di matrice e molto piccolo
rispetto alla separazione tipica tra i livelli imperturbati. Cio implica

qFay < hw ,



dove ag = y/h/(mw) & la lunghezza caratteristica dell’oscillatore armonico.
La perturbazione V non ha alcun effetto sul livello fondamentale al prim’ordine perturbativo,
poiché

(0,0,0[gE=10,0,0)| = q£(0[0){0[0){0]2[0) = 0 .

Passiamo a considerare 'effetto al second’ordine perturbativo sullo stato fondamentale. Lo
spostamento e dato da

N, Ny, N2 |qE 2|0, 0, 0)|? 0,0,1|2|0,0,0)|?
Y

A = "E*
no {nz,Ny7§¢{070,0} E07070 - ETLI?ny?nz E07070 N E0,071
2
9 9 2 112 2102
¢*E s q¢°FE h ¢E
= 0]0)(1|z]0)|" = e | :
— 51010} {0[0)(1[2]0) " = —— ( e 2m?

Questo risultato puo essere verificato mediante il calcolo esatto (vedere Problema 1 del 14
aprile 2005).

. (a) Le funzioni d’onda per un sistema di fermioni devono essere antisimmetriche sotto lo
scambio di una qualunque coppia, pertanto le possibilita sono le seguenti:

1

¢12(7?1,F2) = ﬁ(%(ﬁﬂ%(@)—¢2(F1)¢1(F2))7
P = (g (P () — a(F ) (7

¢13(7’1,7“2) = ﬁ(wl( 1)¢3( 2) w:s( 1)%( 2)) )

Uns(i75) =~ (a7 () — (7 )a(7))

V2
(b) Abbiamo
(WualVIaa) = [ drs [ dry vi(rs. 7) V(7L 72) drais, )

Utilizzando le espressioni per 115 € 113, questo integrale si scrive come la somma di quattro
termini che risultano essere a due a due uguali, come si puo verificare operando il cambio di
variabili di integrazione 7 <> 7 e utilizzando la proprieta V (7, 7) = V (7%, 7). 1l risultato
finale e

(el VIna) = [ dry [ di 01 (w3 ) V(7L 72) [ ) () = a7 (7))

Le cose vanno in modo analogo per gli altri elementi di matrice.



Prova finale, 29 marzo 2011

1. Consideriamo prima Hpg come perturbazione di Hy. Usando come base gli autostati di Hy con
definiti momento angolare orbitale e spin, indicati con |n, {, m;)|ms), che sono anche autostati
di Hpg, abbiamo che gli spostamenti al I ordine sono dati da

eB
Ag) = _h%(ml +2my) = —hw(m; + 2my) .

Sul livello n = 2, per il quale i possibili valori di [ sono 0 e 1, abbiamo i seguenti valori per
gli spostamenti al I ordine Ag) e i relativi autostati imperturbati:

—
=

AY = 2 hw 12,1, 1)|+) ,

AW = —hw | |2,1,0>|+>, 12,0,0)]+) ,
AS)ZO’ |27171>| > ) |2v1’_1>|+>7
AW = 4h | 12,1,0)|=), [2,0,0)|-) ,
AV = onw, 2,1, -1)]-).

Dobbiamo ora considerare 'effetto di Hgp. Sui livelli che a valle della perturbazione H g risul-
tano non-degeneri, e sufficiente calcolare il valor medio di Hgr per ottenere lo spostamento
al I ordine. Per gli altri livelli, che sono doppiamente degeneri, va costruita e diagonalizzata
la matrice rappresentativa della perturbazione Hgp. In realta, in tutti i casi questa matrice
rappresentativa ¢ diagonale. Infatti ¢ evidente che gli autostati imperturbati |n,l, m;)|ms)
sono anche autostati per il primo e per il terzo termine di Hgp. Il secondo termine di Hgp ¢
proporzionale a

Lo 1

ed eventuali contributi non-diagonali potrebbero derivare solo dai termini con L1S+. Ma cio
non succede mai, perché vale

A =—hw, (2, 1L,0/(+[(Ly S+ L_51)[2,0,0)]+) =0,
Ag) :07 <27171‘<_‘(L+S*+L*S+)’271’_1>|+> :O’
AW =+hw,  (2,1,0/(=|(LyS_ + L_5,)]2,0,0)|-) =0

In definitiva, per calcolare gli spostamenti al I ordine dovuti ad Hgp e sufficiente calcolare i
valori medi sugli autostati imperturbati. Abbiamo allora (si veda il Problema 1 del 22 aprile
2008)

AL = L mftmd — L 1wy = — T
AL = 2,0,00md — L 0.0y = 121
A8} = @ dmilmd g Sl bl = 5
(2,l,ml|(ms\$f;5(77)\2, mg)|my) = 12’“;;510 .

A questo punto non resta che calcolare A(l + A per ciascuno degli stati |2,1,m;)|ms) e
osservare che la degenerazione ¢ completamente rimossa.



2. (a) Trattandosi di un sistema di bosoni identici, la funzione d’onda deve essere totalmente
simmetrica. L’unico numero quantico che puo cambiare e quello azimutale, m; = +1,0, —1.
Dei 3% = 27 possibili stati, dobbiamo selezionare le combinazioni indipendenti di stati sim-
metrici. Esse sono quelle che si ottengono simmetrizzando i seguenti 10 stati, scritti nella
notazione |mq, mo, ms):

I1,1,1y, |1,1,0), |1,1,-1),

[1,0,0), |1,0,—1),
11,-1,-1),
|0,0,0) , 10,0,—1),
|—1,0,—-1), |—1,-1,—-1).
Tutte le altre scelte danno luogo, dopo la simmetrizzazione, a stati gia considerati.

(b) Nella composizione di tre momenti angolari orbitali [ = 1 il massimo valore per il numero
quantico del momento angolare totale ¢ Il = 3 a cui corrispondono 7 stati totalmente
simmetrici. Questi stati fanno sicuramente parte della lista costruita al punto precedente.
Siccome in essa vi compare un solo stato con Iy . = 2, (lo stato |1,1,0)), esso deve essere
necessariamente quello appartenente al multipletto con [, = 3. Cio implica che il multipletto
degli stati con it = 2 non vi & contenuto. Di stati con li . = 1 ne troviamo due (|1,1,—1)
e [1,0,0)). Uno di essi deve necessariamente appartenere al multipletto con [y, = 3, l'altro
deve avere allora [;,; = 1. Cio significa che la lista di sopra deve contenere tutto il tripletto
di stati con [,y = 1. Dal momento che gli stati indipendenti sono in tutto 10, non c¢’e spazio
per quelli con i,y = 0.



II prova finale, 24 giugno 2011

1. i) Se trascuriamo le correzioni relativistiche ai livelli energetici, la degenerazione dovuta alle
variabili orbitali & pari a n?. Se teniamo conto anche delle variabili di spin relative all’elettrone
e al protone, la degenerazione dei livelli energetici diventa 4n?.

ii) Lo stato fondamentale n = 1 dell’atomo di idrogeno ha [ = 0, pertanto il campo mag-
netico si accoppia solo con i momenti magnetici di elettrone e protone. Posto I’asse z lungo
la direzione del campo magnetico, abbiamo che I’'Hamiltoniana di interazione ha la forma
seguente:

eB

2mec

= - e me
V= —(jle + :“p) B = (gesé ) — gpmSgp)> .

P
Scelta la seguente base per gli stati di spin,

{|++>7|+_>’|_+>’|__>}7

dove la prima variabile si riferisce all’elettrone e la seconda al protone, la matrice rappresen-
tativa di V' si scrive

10 0 0 1 0 0 0
eB |01 0 o0 me| 0 ~1 0 0
omec || 00 =1 0 | "% 0 0 1 0
00 0 -1 00 0 -1

L—gm 0 0 0

eB 0 14gme 0 0

_Qmec 0 0 —1—gpzz 0 ’

0 0 0 —1 4 g,

da cui si vede che la degenerazione ¢ completamente rimossa.

2. L’operatore 22 — 2 & un operatore pari e puo essere scritto come combinazione tensori sferici
di rango due (vedere Problema 2 del 14 luglio 2004) nel modo seguente:

T+ 1% .
Pertanto sono non nulli gli elementi di matrice del tipo
3,0, m'|(z* — y»)|2,1,m) .

per i quali [ ed I’ siano entrambi pari o entrambi dispari e valga che m’ = m £ 2. Cio riduce
le possibilita ai seguenti elementi di matrice:

(3,2,2|(z* — 4)]2,0,0) = (3,2,2|T)[2,0,0) = <<2, 2: 0,002, 2>> . (EMR;) = (EMR,) ,
(3.2, -2|(s* = *)[2,0,0) = (3.2, ~2/7%]2,0,0) = ((2,~2:0,0[2,-2) ) - (EMRy) = (EMRy)
3
(3,1,1](x*—y?)[2,1,-1) = (3, L, 1|T13]2,1,-1) = ((2,2; 1,-1]1, 1>)-<EMR2> = ﬁ(EMRﬁ ,

3
(3,1, —1|(z>=y?)[2,1,1) = (3,1, —1|T¥|2,1,1) , = ((2, —2;1,1]1, —1>>-(EMR2) = \/;(EMRQ) :

Da queste espressioni si vede che i quattro elementi di matrice non nulli sono uguali due a
due.



3. Cominciamo dal caso ny # ns. La funzione d’onda orbitale puo essere data dalla combinazione
simmetrica o da quella antisimmetrica delle funzioni d’onda delle due particelle:

Vi 1,72) = 5 (o (02) s 2) 2 a0 (0)) -

Se le particelle in questione sono bosoni, s & necessariamente intero e 2s € un numero pari.

In questo caso, la ¥, deve accoppiarsi con una funzione di spin simmetrica, la ¥_ con una

funzione di spin antisimmetrica. Quando si compongono due stati di spin s, lo spin totale

puo valere 2s, 2s — 1, ..., 0. Gli stati simmetrici sono quelli con spin totale pari a 2s, 2s — 2,
.., 0; il loro numero ¢ dato da

S

d2(2s—2k)+1] =25"+3s+1=(2s+1)(s+1).

k=0
Gli stati antisimmetrici sono quelli con spin totale pari a 2s — 1, 2s — 3, ..., 1; il loro numero
e dato da .
S 2(2s—1—2k)+1] =2+ s=(2s+ 1)s.
k=0

Si noti che il numero totale degli stati di spin ¢ pari, come deve essere, a (2s+1)2. Quindi, nel
caso bosonico, il numero totale di stati indipendenti ¢ pari a (2s+1)?: di questi (2s+1)(s+1)
sono della forma W,y e (25 + 1)s sono della forma W_x_, dove si ¢ indicato con y+ una
generica funzione d’onda di spin simmetrica o antisimmetrica.

Se le particelle in questione sono fermioni, s ¢ necessariamente semi-intero e 2s € un numero

dispari. In questo caso, la ¥, deve accoppiarsi con una funzione d’onda di spin antisimme-
) +

trica, la W_ con una funzione d’onda simmetrica. Quando si compongono due stati di spin

s, lo spin totale puo valere 2s, 2s — 1, ..., 0. Gli stati simmetrici sono quelli con spin totale
pari a 2s, 2s — 2, ..., 1 (si noti la differenza con il caso bosonico!); il loro numero ¢ dato da
s—1/2
Y225 —2k)+1] =25+ 1)(s+1) .
k=0
Gli stati antisimmetrici sono quelli con spin totale pari a 2s — 1, 2s — 3, ..., 0; il loro numero
¢ dato da
s—1/2
S 2(2s—1—-2k)+1] = (2s+1)s.
k=0

Si noti che il numero totale degli stati di spin & pari, come deve essere, a (2s + 1)? e che il
numero di stati simmetrici o antisimmetrici ¢ lo stesso che nel caso bosonico, malgrado la
diversa distribuzione degli stati nei multipletti. Quindi, nel caso fermionico, il numero totale
di stati indipendenti ¢ ancora pari a (2s + 1)%: di questi (2s + 1)(s + 1) sono della forma
U_x. e (2s+ 1)s sono della forma W, y_.

Il caso n; = ny e radicalmente diverso, perché la funzione d’onda orbitale deve essere necessa-
riamente simmetrica. Cio implica che nel caso bosonico il numero di stati indipendenti e pari
a quello degli stati simmetrici di spin totale definito (pari a (2s 4 1)(s + 1)), mentre nel caso
fermionico ¢ pari a quello degli stati antisimmetrici di spin totale definito (pari a (2s+ 1)s).



I prova di recupero, 20 luglio 2011

1. Il livello n = 2 dell’atomo di idrogeno, se si ignora lo spin, avrebbe degenerazione 4, essendo
realizzato per gli stati 2p, cioe con [ = 1 (m = +1,0,—1, e per lo stato 2s, cioe con | = 0
(m = 0). II Lamb shift produce una separazione tra i livelli 2s e 2p data da

AEpamb = Eos — Eop = hv = 4.37 x 107% eV .

i) In assenza di spin, ’'Hamiltoniana di interazione con il campo magnetico (diretto lungo
z) si scrive
eB

Hgp=—
B 2mec

L,, (e>0).

Essa non produce alcuno spostamento del livello degli stati [n = 2,1 = 0,m = 0) e |2,1,0),
mentre produce un innalzamento del livello dello stato |2,1, 1) pari a

B
Ay = —

2mec

e un pari abbassamento del livello dello stato |2,1,1). La condizione che il livello degli stati
12,0,0) e |2,1,1) diventi degenere & data da

2mec AELamb

AB amy, = Ap  — Bg=
eh

(ii) L’Hamiltoniana di interazione con il campo elettrico (diretto lungo z) ¢ data da
Hg =eFEx .

La condizione per poter trattare l'interazione con il campo elettrico come una perturbazione
di quella indotta dall’interazione con il campo magnetico ¢ che il modulo degli elementi di
matrice di Hg tra stati del livello n = 2 sia molto piu piccolo della separazione indotta dal
campo magnetico By, cioe

elba < AB = AELamb s

dove a ¢ il raggio di Bohr. Questa condizione ¢ sicuramente soddisfatta, poiché eFa ~ 5x 1078
eV, a fronte di 4.37 x107° eV.

Alla luce di quanto visto nel punto precedente, i livelli relativi agli stati |2,1,—1) e |2,1,0)
sono non-degeneri e su di essi 'effetto al I ordine dell’interazione con il campo elettrico e

nullo, poiché
(2,1, —1|eFzx|2,1,—1) = (2,1,0|eEz|2,1,0) =0

per parita. Per il livello degenere corrispondente agli stati |2,0,0) e |2,1,1) dobbiamo costru-
irci la matrice rappresentativa della perturbazione, data da

dove 'elemento di matrice A puo essere facilmente calcolato e risulta essere uguale a 3a/v/2.
Gli autovalori di questa matrice, che danno gli spostamenti al I ordine, sono +eF A e gli

autostati corrispondenti sono
1

2(|2,o,o> + 2,1, 1>).



2. L’operatore xy € un operatore pari e puo essere scritto come combinazione di tensori sferici
di rango due (vedere Problema 2 del 14 luglio 2004) nel modo seguente:

2 2
T¢ —1%
Pertanto sono non nulli gli elementi di matrice del tipo

(3,1',m|zy|2,1,m) .

per i quali [ ed I’ siano entrambi pari o entrambi dispari e valga che m’ = m £ 2. Cio riduce
le possibilita ai seguenti elementi di matrice:

<3’ 2, 2|£Ey|2, 0, 0> = <3a 2, 2|T4(r22)|27 0, 0> = <<2? 2; 0, 0|2? 2)) (EMRl) = (EMRl) )

(3.2, ~2lay|2,0,0) = ~(3,2,~2|7%]2,0,0) = — ((2,~2:0,0]2,~2) ) (EMRy) = ~(EMR)

3
(3,1, 1ay[2,1,—1) = (3, 1, 17132, 1, -1) = <<2,2; 1,-1]1, 1>)<EMR2> = /= (EMRy) ,

ot

(31, Uagl2,1,1) = —(3,1,-1T3)2,1,1) = = (2.2 L,1]1, 1) ) (EMR,) = —\/E (EMRy) .

Da queste espressioni si vede che i quattro elementi di matrice possono essere messi in cor-
rispondenza due a due.

3. Per sistemi di due particelle, la simmetria di scambio coincide con la parita rispetto alla
posizione relativa 7 = 7] — 7. Cio implica che (vedere Problema 3 del 17 luglio 2006) gli stati
di momento angolare relativo [ pari o dispari hanno funzione d’onda orbitale rispettivamente
simmetrica o antisimmetrica sotto lo scambio delle due particelle. Pertanto, per [ pari, la
funzione d’onda di spin totale deve essere simmetrica nel caso bosonico e antisimmetrica nel
caso fermionico; per [ dispari vale il viceversa. Per i valori dello spin totale S permessi nei
due casi si rimanda alla soluzione del Problema 3 del 29 giugno 2011.

Per s = 0 (sistema bosonico) abbiamo il solo stato di spin totale S=0, che ¢ simmetrico,
quindi [ puo essere solo pari.



Prova finale, 16 febbraio 2012

1. La correzione relativistica dell’energia cinetica ¢ data da
2 v p* 4
ATETre—Tcass:[\/ 262+m2c4—mc}—:—+010 .
! ! b 2m 8m3c? (1/¢)

Lo spostamento al prim’ordine del livello n di un oscillatore armonico unidimensionale & dato
dalla formula

1 1 mwh 2
) _ /(0 o 0) A (O)\ _ 0/t 4, (0
A = (OIATIH) =~ (O ®) =~ e () Gl - )
Si trova facilmente che
AW 3P 150w
0 32 me?2 L 32 me?2

Lo spostamento al prim’ordine dello stato fondamentale e dato da

(kO|AT|n©® 1 (mwh)? — kO|(al — a)4n©)
ooy = - W AT Doy = - L (et} 5 SO R oy
w0 Ey —Ej mec o LBy — Ey

1 hw 3
— — " | =3v/21200 \/7 40 )
32 mc? ( 3\/_| )+ 2 [47)

2. L’operatore di quadrupolo () puo essere scritto come la componente ¢ = 0 di un tensore
sferico di rango k = 2, pertanto il suo valor medio su uno stato di pura onda .S sarebbe nullo,
essendo

(,j =0,m=0|T§|e,j =0,m =0) =0,
in virtu del teorema di Wigner-Eckart.

3. Nella regione r > a ’equazione di Schrodinger radiale per la componente in onda [ € data da

2 I(1+1
¢§'+T¢E+[k2—(ﬂ)19@z=0,

con k* = 2mE/ 72, ed ammette la soluzione di particella libera,
oi(r) = e [cos & ji(kr) —sindyny(kr)], 7 >a.

Nella regione r < a abbiamo invece

2 I(l+1
g0§’+;g0§+ [k2+U0— ( )]

r2

QD[IO,

con Uy = 2mV,/ h* > 0. Questa equazione si riduce alla stessa forma di quella della regione
esterna se si pone

K=\/kE2+Uy,.

La soluzione allora ha la stessa forma di quella nella regione esterna, pur di sostituire k con
k' e di rimuovere il “pezzo” di soluzione con la funzione n;, che non ¢ regolare nel punto » = 0
(questo problema non si pone ovviamente nella regione r > a). Abbiamo allora

oi(r)=Cia(Kr), r<a.



Se imponiamo le condizioni di raccordo in r = a,
pi(a-) = pi(ay)
pi(a-) = gilay)

otteniamo _
Ciji(Ka) = € [cos 0, ji(ka) — sin &; ny(ka)]
C K jl(Ka) = €“k [cos 6, jj(ka) — sin §; nj(ka)]

Prendendo il rapporto membro a membro tra la seconda e la prima equazione, si ricava la
seguente relazione:

Jj(Ka) cos 0y Jj(ka) — sin §; nj(ka)
K . - k . . )
Ji(Ka) cos 6, ji(ka) — sin §; ny(ka)

che conduce a , , , y
Kji(Ka)j(ka) — kji(Ka)ji(ka)

Kj/(Ka)n(ka) — kji(Ka)nj(ka)

Nel limite di bassa energia possiamo limitarci a considerare l'onda [ = 0, ottenendo
Kjp(Ka)jo(ka) — kjo(Ka)jo(ka) ~ Kajo(Ka)
Kj\(Ka)ng(ka) — kjo(Ka)ny(ka) — Kaj\(Ka) + jo(Ka)’

tand; =

tandg =
dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato

Jo(x) =1, ji(z)~0, ne(x)~—



I prova di recupero, 19 giugno 2012

1. La correzione relativistica dell’energia cinetica ¢ data da
2 2)2

_ [/ A 1
AT:ﬂel_TclaSS_[ p262+m264_m0:|___8m362+0(1/c)'

2m

Lo spostamento al prim’ordine del livello fondamentale di un oscillatore armonico tridimen-
sionale isotropo e dato dalla formula

A =(0,0,0]AT10,0,0) = ————(0,0,0](5%)?0,0,0)

832
1

= —g320.0, 0(p2 + p + p2)?|0,0,0) ,

dove [0,0,0) sta per 0),|0),]0).. E facile vedere che il valor medio dell’espressione prece-
dente si puo scrivere in termini di valori medi sullo stato fondamentale di un oscillatore
unidimensionale:

— (mwh)?

3 mwh 15
(0,0,00(p2-+ 2 +72)210,0.0) = 3(015*10) +6(0[3?10)2 = 3- > (mich? +6- ()

2 4

2. L’operatore V' = f(r) xy & un operatore pari e puo essere scritto come combinazione di tensori
sferici di rango due,
2 2
V=T%-1%.

Il rapporto Ry ¢ banalmente nullo, perché al numeratore contiene 1’elemento di matrice di
un operatore pari tra stati con funzioni d’onda una pari e 'altra dispari. Il rapporto R,
non puo essere calcolato senza conoscere la funzione f(r), perché gli elementi di matrice al
numeratore e al denominatore possono essere scritti, attraverso il teorema di Wigner-Eckart,
in termini di elementi di matrice ridotti diversi. Il rapporto R3 e calcolabile senza conoscere
f(r); infatti

oAV -1 _ 2arse-y (G212 62A7CE2)
G20VB22)  —p.2.00%8.2.20 (@2 -202.20).0)- 3,201T@]3,2)

_ VAT _\/5
J2/7 2
3. Sia nella regione r < ry che nella regione r > ry 'equazione di Schrodinger radiale per la
componente in onda [ e quella di una particella libera:

2 l(l+1
%01"‘1"‘[752 (Tg >1901—07

con k? = 2mE/h?, ed ammette pertanto soluzione generale della forma

oi(r) = Agi(kr) + Bny(kr) .

Ry =

Tuttavia, la regione r < ry include 'origine, dove la funzione n; e singolare e deve pertanto
essere rimossa dalla soluzione. La regione r > r( include quella asintontica, in cui la soluzione
puo essere messa nella forma

@i (r) = e [cos 0y 7, (kr) — sin & ny(kr)] .



Abbiamo allora per I'onda S

wo(r) = Ajo(kr) , 1 <ro
wo(r) = e¥%[cos &yjo(kr) — sin dono(kr)], 1 > 10

Dobbiamo applicare adesso le condizioni di raccordo. Abbiamo anzitutto la condizione di
continuita,

volry) = wo(ry) —  Ajo(krg) = PR [cos 0gjo(kro) — sin dong(kro)] - (1)

La derivata prima di ¢o(r) € invece discontinua in ro, infatti intorno a quel punto I’equazione
di Schrodinger si scrive

2 2mVyr
W‘F;Q@H‘ k? — h20 05(7’—7“0)—

I(l+1
(] D

Integrando tutti i termini dell’equazione in r su in intervallo piccolo a piacere centrato intorno
a 1o, si trova

2mVyr
) — Altr5) = )

da cui otteniamo (sempre per 'onda S)

. 2

k e [cos 6o (kro) — sin dong(kro)] — Ak jo(kro) = mVOTO Ajo(kro) (2)

Combinando le equazioni (1) e (2), otteniamo

(vaom + k;g ::O)) no(kro) — kng(kro) K2k 1

cot 0g = ImVr = —cot(krg) — ) )
=L o (ko) 2mVyro sin®(kro)

dove nell’'ultimo passaggio si e fatto uso di

. sinx CcoST
T) = no(z) = — .
Jo() z o() T

Dall’espressione per cotdy il contributo dell’'onda S alla sezione d’urto totale puo essere
trovato facilmente.



I prova finale, 6 febbraio 2013

1. Indicando con |n,j,m;; [, s) un generico autostato dell’Hamiltoniana non-relativistica di un
atomo di idrogeno con definito momento angolare totale e usando il teorema della proiezione
(Sakurai, (3.10.40)) otteniamo immediatamente

(n,j,mj;l,s|j-§|n,j,m]~;l,s>
n%j(j+1)
1<n,j,mj;l,s|(j2+§2—E2)\n,j,mj;l,s)
- hmj o 5 ..

2 h7j(j+1)
19(7+1 1) —I(l+1
- 150+ )+§(§+ ) -l +1)
2 J(G+1)

<n7j7mj;l7S|Sz|n)j7mj;l78> = <]7mj|JZ|jam]>

Ora, ricordando che il numero quantico j risultante dalla composizione di un momento an-
golare orbitale [ e dello spin s = 1/2 puo valere j = [ + 1/2 oppure j = [ — 1/2, abbiamo
che

TE1/2)((£1/2+1)+3/4—1(l+1) | hmy

) i)l z 7.7 ala = hm; - )
(n,j,m;; 1, s|S;|n, ,m;; 1, s) mj 5 (I+£1/2)(1£1/2+1) 20+ 1

che ¢ il noto contributo dello spin al fattore di Landé.

2. Per effetto del decadimento, il potenziale coulombiano cambia improvvisamente, diciamo
all’istante ¢ = 0, da quello prodotto da un solo protone a quello di due protoni, pertanto e
come se il sistema fosse stato sottoposto ad una perturbazione dipendente dal tempo, della
forma

0 t <0
V= vCoulomb(t Z 0) - VCoulomb (t < 0) = e t>0
(4meo)r =

Vogliamo calcolare, al I ordine in teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo, la prob-
abilita che il sistema passi da uno stato iniziale |i) che coincide con lo stato fondamentale
del trizio, a uno stato finale | f), che & dato invece dallo stato fondamentale dello ione He™.
In questo caso 'applicazione della teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo richiede
qualche cautela, poiché lo stato finale non €, come si suppone solitamente, un autostato
dell’Hamiltoniana imperturbata (in effetti, & un autostato dell’Hamiltoniana perturbatal). In
particolare, non si possono usare le formule (5.6.17) del Sakurai.

Un modo di procedere ¢ il seguente: si parte dalla (5.6.14),
i, )1 = Ui (0)]4) ,

dove Uj(t) & l'operatore di evoluzione temporale nello schema di interazione che al I ordine
vale

1 rt ' '
U](l)(t) = ]1 + ﬁ/ dt/ ‘/I(t,) , V[(t) = e’lHOt/h V(t)e—’LHot/h ,
0

con Hy 'Hamiltoniana imperturbata (cioe quella del trizio). A questo punto, per calcolare
I'ampiezza di probabilita che il sistema si trovi al tempo ¢ nello stato | f), si torna allo schema
di Schrodinger,

i,t)s = e M U (D))

e si scrive 'ampiezza come

(fli,t)s = (fle” Mt/ U (#)]i) .



Al T ordine essa diventa

. 1 rt )
(Fle 0y 4 — [t (fle oy 1) i)
0

_ By ; / Lt (fle =Ry gy =B
(4 0

dove Eio) e il livello fondamentale del sistema imperturbato, cioe del trizio, che coincide con
quello dell’atomo di idrogeno. Il secondo termine non ¢ facilmente semplificabile. Nel limite
t = 0 'ampiezza di probabilita si riduce, come deve essere, al prodotto interno tra gli stati

1) ed [f):
2 ™ o0 1 /2\3/? 1 1\3/2
/ dgb/ Sin«9d9/ r2dr — () R AA p—— <> e~"/ao
0 0 0 V7 \ag ™ \ao

1612
> 0.83805

{f17)

. Nel limite Vj — oo, abbiamo
cot g = — cot(kry) ,

da cui segue che la sezione d’urto vale

4w 1 4dm 1 AT
= = = sin®(kry) ~ 42,

k2 1+ cot?dy k2 1+cot’kr, k2 (ko) 0
come per la sfera impenetrabile. Il risultato non e sorprendente, in quanto il limite Vi — oo
corrisponde al caso di una sfera dalla superficie infinitamente rigida.

La formula
4 1

0= ——5—

k2 1+ cot?
evidenzia come per i valori di £ per i quali cot §g = 0 la sezione d’urto prende valore massimo.
Questa condizione e definita “risonanza”, per analogia con i sistemi oscillanti nei quali, per

una opportuna frequenza di forza di eccitazione esterna, ’ampiezza di oscillazione raggiunge
un massimo.

Nel limite Vj — o0, i valori di risonanza sono determinati da

T 3w Om
t0g = —cot(krg) =0 kro=—, —, —,...
COU 0 CcO ( TO) 5 To 2a 9 3 9 ;
Per Vj finito, la condizione di risonanza diventa
n’k 1 n’k 1
cot 69 = — cot(kry) =0, — —cos(krg)— =0.

 2mVyrg sin®(kro) 2mVyro sin(kro)

Per trovare il valore piu piccolo di k che risolve questa equazione, cerchiamone la soluzione
nella forma krq = 7/2 + A; abbiamo

2
— cos (W—FA) _h (W/2+2A) ! =0,
2 2mVorg  sin (% + A)

che conduce a

RP(r/2+A) 1

LA _
S 2mVor¢  cos A




Per Vj grande, A & piccolo e possiamo sviluppare in serie di potenze di A; al I ordine in A
abbiamo
R (m/2 + A)
2mVyrd

/2 0

A = ~ ,
2mVyrd /R — 1~ 4mVyrg /R

=0, —

quindi

k‘ T —|— T
I"iST. ~ — T <, 9 /29 *
T2 T dmVyr2 /i



IT prova finale, 19 febbraio 2013

1. Loperatore V = f(r) xz & un operatore parie puo essere scritto come combinazione di tensori
sferici di rango due,

V=T1%_-1"

Il rapporto R; ¢ banalmente nullo, perché il numeratore si annulla in virtu della regola di
m-selezione, mentre il denominatore e diverso da zero.

I rapporto Ry € calcolabile senza conoscere f(r); infatti

o B2-1V32,0) (3 2, -1T? |320> ((27—1\<2,0|>!2,—1> (3,2[|T™][3,2)
L — _ _
(3.2.2VI3,2,1)  —(3,2,2/11713,2,1) ((2,1|(2,1|>|2,2> (3,2(|T®)]|3,2)

—\/UT \[

2. (i) Il potenziale di perturbazione & dato da

B ez
A%+ B2

(ii)) Al T ordine in teoria delle perturbazioni, 'ampiezza di probabilita di transizione dallo
stato iniziale |1,0,0) ad un generico stato |n,l,m) a t = co ¢ data da
En - El

1 o )
(1 = burdiodmo + — / dt (n,1m|V(B)[1,0,0) €1t oy = ="
1 —00

€(1,0,0)=(n,l,m)

Oltre allo stesso stato |1,0,0), gli stati |n,l,m) in cui il sistema puo trovarsi sono quelli per
i quali ’elemento di matrice

e
A? + B2 <
e diverso da zero. Poiché I'operatore z puo essere pensato come la componente zero di

un tensore sferico di rango 1 e lo stato iniziale ha momento angolare nullo, deve essere
necessariamente [ = 1 ed m = 0, per un qualunque n > 1.

(iii) Tra gli stati con n = 2, I'unico accessibile ¢ pertanto lo stato |2,1,0), per il quale
I’ampiezza di transizione al I ordine vale

(n,l,m|V(t)[1,0,0) = — n,l,m|z|1,0,0)

(1) _ e > 1 i
oo = o (21,02]1,0,0) [wdt g
A 21 ™ 00
= j—h /0 do YOO/O sin 6 df Ylo(é’)/o r2dr Ry (r)Ryo(r)r cos()

* ]‘ iw t GA 32 2 7T6*W21|A/B|
X / dti e 21 r o
—00 A2 + B2t2 ’lh 8]_ 3 |AB|

dove a ¢ il raggio di Bohr.

3. Osserviamo che
do(0)
dS)

= 17OF = (Res®) + (m7®) = (@),



quindi

WO > (mf) = [4!; Ur 7

dove nell’ultimo passaggio e stato usato il teorema ottico. Da qui la disuguaglianza desiderata
discende banalmente.

Per ottenerne una verifica esplicita, si osservi che

2
(20 + 1) € sin g

~| =
Mg %Mg

=10 = |

[[M]2

2 2
(20 4+ 1) cos §; sin 51) + < (20 4 1) sin® 5;)

( !
k
( (21 +1) sin” (») - (

(4m)

N
Il

=)
o

vV
'_’; N
3

o 2
Z (20 + 1) sin 5;)
1=0

hE
”\

N
Il
o

X = =

[\



I prova di recupero, 3 luglio 2013

1. Loperatore V = f(r) yz & un operatore pari e puo essere scritto come combinazione di tensori
sferici di rango due,
v=1%+177.

Il rapporto R; ¢ banalmente nullo, perché al numeratore contiene 1’elemento di matrice di
un operatore pari tra stati con funzioni d’onda una pari e l'altra dispari. Il rapporto Rj
non puo essere calcolato senza conoscere la funzione f(r), perché gli elementi di matrice al
numeratore e al denominatore possono essere scritti, attraverso il teorema di Wigner-Eckart,
in termini di elementi di matrice ridotti diversi. Il rapporto Ry e calcolabile senza conoscere
f(r); infatti

_ 1. @
RF<3,2,—1|V|3,2,0>:<3,2,—1|T<23|3,2,0>:(<2’ 120 2, -1) - 3,217 3.2)
(3.2.2lVI13,2,1)  (3,2,2/11713,2,1) ((2, 10(2, 1])\2, 2) - (3,2||T®|[3,2)

—y/1/14 1

2. Gli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata e i relativi autovalori sono dati da
3
Mg, Ny z) s Eppnyn, = hw (nz+ny+nz+2> . Mgy ny,n, =0,1,2,...

Il potenziale di perturbazione e dato da

0 ’ t<0 R
V(t) = —qE(t)z = { —qzEycos(Qt)e™/7, t>0.

Al T ordine in teoria delle perturbazioni, I’'ampiezza di probabilita di transizione dallo stato
iniziale |0,0,0) ad un generico stato |n,,n,,n,) at = oo ¢ data da

1 oo A
1 W fi
CEO,)O,O)—)(nZ,ny,nZ) = 5”105’”3;057%0 + % /O dt <nx7 Ny, nz|V(t)|0, Oa O> et t 3

Enwnynz - EOOO
7 .

Oltre allo stesso stato |0,0,0), gli stati |n,,n,,n,) in cui il sistema puo trovarsi sono quelli
per i quali 'elemento di matrice

Wfl' =

(ng, ny, .|V (1)]0,0,0) = —qEp cos(Qt)e_t/T (g, ny, n,|2|0,0,0)

¢ diverso da zero, cioe il solo stato |0,0,1). Infatti, scrivendo 'operatore z come combi-
nazione lineare degli operatori di salita e di discesa per la componente z dell’Hamiltoniana
imperturbata Hy,

(a. + al) )

Z =
2mw

si ottiene facilmente che

[ h
<nxanyanz|z|0;070> = %5nw06n905n21 .



Pertanto, 'ampiezza di transizione al I ordine vale

! QEO T 7,w
Cgo,)o,o)a(o,m) = \/; / dt cos(Q2t)e —t/T it
_ \/7 (=1 +iwT)
N Zh 2 [i+7(w = Q)i+ 7(w+Q)]’

mentre la probabilita ¢ data da

D 2 ¢ Eg 7?1+ (wr)?]
€0,00)-(0.0.1) 2mwh [1 + 72(w — Q)21 + 72(w + Q)?]

. (i) La sezione d’urto totale elastica nel canale [ ¢ data da

dO 2‘7713%1 - ‘2 2 _m 25, 2
o = £ d(COSQ) (1) B (cost) = 15 (21+1) [me™ —1[7,
dove si ¢ usata la nota proprieta
™ 2
/0 d(cos 0) P?(cos ) = ST

(i) La sezione d’urto totale nel canale [ & accessibile attraverso il teorema ottico,

0] 4 2

Otot, = T (204 1) Imfa(0 = 0) = %2 (20 +1) (1 — mcos(241))

dove si e usato Fj(1) = 1.
(iii) La sezione d’urto totale inelastica nel canale [ & ricavabile per differenza,

l l l
O = 0ty =0k = 75 21+ 1) (L= nP) .

(iv) Il rapporto tra sezione d’urto elastica e sezione d’urto inelastica nel canale [ vale
!

Uél) _ me

P

Oinel

Poiché (1 —n;)? < |1 — ne?%|2 < (1 4 )%, abbiamo che

215, 1|2

l
A=m? _ oy _ (Ltm)?
L—n? ~ o, = 1w

Oinel

Y

0, equivalentemente,
L—m s < 0 1Em L+ 50
1+nl inel = Yel — 1 —n Oinel -




II prova di recupero, 3 settembre 2013

1. L'operatore V = f(r) (z* — y®) & un operatore pari e pud essere scritto come combinazione
di tensori sferici di rango due,

V=T%+17.

Il rapporto R; ¢ banalmente nullo, perché al numeratore contiene 1’elemento di matrice di
un operatore pari tra stati con funzioni d’onda una pari e ’altra dispari. Il rapporto Rs
non puo essere calcolato senza conoscere la funzione f(r), perché gli elementi di matrice al
numeratore e al denominatore possono essere scritti, attraverso il teorema di Wigner-Eckart,
in termini di elementi di matrice ridotti diversi. Il rapporto R3 e calcolabile senza conoscere
f(r); infatti

2
W VL s ey (@2 )B D 8T
(4,3,2|V|4,1,0) (4,3,2\TJ(F22)]4,1,0) <<2,2|<1’0|)|3’ 2) - (4,3||T®]|4,1)

B \/1/15 1

1/3 V5~

2. Detti z = 0 ed 2 = a = 107® cm gli estremi della scatola, il potenziale perturbante ¢ dato da

R3:

a_ b a_ b

V(z,t) =0(t)0(r —t) V(x) =0(t)0(1 — 1) { 0. Altrove
dove 7 =5x107% s, 1 = —10* eV, b = 1072 cm < a e le # davanti a tutto esprimono il
fatto che la perturbazione e attiva solo nellintervallo di tempo 0 < ¢t < 7. Si osservi che V(z)
e funzione simmetrica intorno a x = a/2.

Al T ordine perturbativo, I’ampiezza di probabilita che, dopo la scomparsa del potenziale
perturbante, un elettrone inizialmente nello stato n = 1 si trovi in un generico stato n ¢ data

da )
T .
cglln =01 + —/ dt{n|V|1) e"“mt
th Jo
dove wy, = % Ora, ricordando che gli autostati dell’Hamiltoniana imperturbata hanno
parita definita per riflessioni intorno all’asse x = a/2 e che V(z) € pari rispetto a tali riflessioni,
gli elementi di matrice non nulli sono quelli per cui n & dispari (cioe lo stato |n) deve avere

la stessa simmetria dello stato [1)). Cio ci consente di concludere subito che 0322 = 0324 =

. 1 . .
e ci resta da calcolare solo 0513. Per farlo, calcoliamo prima

a/2+b/2 9 a/2+b/2 3
3 = / da Vi ()t (2) = 2V / dz sin <Z””) sin (”)

/2—b/2 a /2—b/2

2 3 2

~ —Vpbsin (W) sin (W> =—Vyb=2eV,
a 2a 2a a

dove l'approssimazione deriva dal fatto che, essendo b < a, € ragionevole approssimare

I'integrale con il prodotto tra ’estensione del dominio di integrazione e il valore dell’integranda

inz=a/2.

Abbiamo dunque che

(1) :leiw317_12 v
‘-3 ih iLdgl ¢



e che la probabilita di transizione ¢ data da
1 1 [ Ws1 _
|C§l3|2 = W sin <27') 16eV? =1.45 x 107*.

. (a) In approssimazione di Born, al prim’ordine, 'ampiezza di diffusione per un potenziale
con simmetria sferica ¢ data da (Sakurai, (7.2.2)-(7.2.4))

AW 2 1 o0
f(0) = —2:%2 /de e F=R)T Y (7)) = _hrgq /0 rV (r)sin(qr) dr

dove g = |k — K| = 2k sin £.

Nel caso in esame, abbiamo

2mVy 1 o | 2mVj sin(qa) — qa cos(qa)
f(0) = 2 g /0 rsin(qr) dr = 2 p
‘ d
o
=156

(b) Poiché

d

d—g  (sinw —xzcosx)®, x=qa=2kasin(f/2),
il suo primo zero si presenta per x = tanz e vale circa z* = 1.437, da cui discende che

B 1.437
‘= Sksin(6/2)

dove 0* & ’angolo piu piccolo per cui do /dS2 si annulla. Quindi basta trovare sperimentalmente
I’angolo piu piccolo per cui la sezione d’urto differenziale si annulla, per ricavare da questa
informazione il raggio di azione del potenziale.

(c) Affinché la procedura descritta al punto precedente abbia senso, deve valere sin(6*/2) < 1,
che implica

1.43 1.43 1.437\2 h?
T o >0 EZ( 7T):4.2Mev.
2ka 2a 2a 2m



I prova finale, 4 febbraio 2014

1. Dalle espressioni per i tensori sferici UM e V() possiamo ricavare che

U,-U, Ui+ U
Ux:77 U:77 UZ:U7
V2 ! V2 ’
e
-V g
-y Ry

V2o V2o
dove, per semplicita di scrittura, & stato omesso I'apice (1). Il nuovo tensore sferico puo essere
definito nel modo seguente:

(U x V), £i(U x V),
V2
TV = (Ux V), =i(U Vi —UV.y).

T = F = Fi(UaVo — UV4) ,

Verifichiamo le proprieta definenti, utilizzando il fatto che le componenti di UM e di V) le
soddisfano, essendo le componenti di tensori sferici:

[, To] = [J.i(UVi — U\ V1)
— (VAL Vi e UnalVa = U2, V] = [ UV )

. zh(Ulv1 Ui WV — U1V1> —0

[, T] = [ Fi(Ua Vo — UpVi)] = :Fi<[Jz, U]V — Upl /., Vﬁ:l])

= FiR(EULVy F UpViy) = ih(m’(UﬂVO - Uovﬂ)) = WT.

[Jo, To] = [Jei(UaVi = UiVoy)]
= i<U1[J+, Vil + [+, U Vi — Uy [J4, V| — [ s Ul]V1>
= ihWV2(UpVi — U1 Vp) = 2Ty

S, Tw] = [Jp, Fi(Uaa Vo — UgViq))]
= Fi(UsalJ Vol + [ UsalVo = Ul Vi) = L, UV

. 0
= FiW2(UuVi — U1 Vi) = { h2T,

I commutatori con J_ si ottengono analogamente.

2. Al T ordine in teoria delle perturbazioni, 'ampiezza di probabilita di transizione dallo stato
iniziale [1,0,0) ad un generico stato |n,l,m) a t = oo & data da
En - El
h Y
dove con |n,l,m) ed E, sono stati indicati rispettivamente gli autostati dell’Hamiltoniana
imperturbata di un atomo di idrogeno e i relativi autovalori.

1 oo .
CE%?O,O)—)(n,l,m) = 67116106’”10 + % /0 dt <n’ l7 m|V(t)|17 0, 0> s ) Wn1 =



Il potenziale V' & proporzionale a xy, quindi puo essere scritto in termini di componenti di
un tensore sferico di rango 2, secondo la combinazione T2(2) — T%). In virtu del teorema di
Wigner-Eckart, I’elemento di matrice (n,l, m|V (¢)|1,0,0) ¢ non nullo per tutti gli stati finali
del tipo |n > 3,2, £2).

Preso il valore minimo possibile per n, cioe n = 3, abbiamo

A oo .
6830,0)%(372,:&) = ih /0 dte_atewmt(&?; +2[zy[1,0,0) = (3,2,£2|2y|1,0,0) ,

Zh(Oé — iCU31)

con

(3,2, +2|xy|1,0,0) = /dQ /Oo r2dr Ry (r)[Y2,(0, ¢)]* r? sin® 0 cos ¢ sin ¢ Ryo(r)Yy (0, ¢)
0

o0 1 /15 - 1
_ 4 L0 0 poip 0 - |
/0 drr® Rsa(r)Ryo(r) /dQ4 5, Sin OeT='? sin® 6 cos ¢ sin ¢ pym

3mi [15  [o©
— $128\/Z/0 dr " Raa (1) Ryo(r) -

. (i) L’ampiezza di diffusione in approssimazione di Born ¢ data da (Sakurai, (7.2.2)-(7.2.4))

m L me? L 1 1
0) = — /d?’rewv T) = — /d?’relq"" - t>——=
10 = 5 "= o Fa  F-a
me? g AT me? 4w . .
= T /d r— (—e T 4 ') = “5 77 ?215110((] -ad) ,

dove ¢ = k—K.

Prendendo k = (0,0,k) e @ = (a,0,0), si ha ¥ = (ksin,0,kcosf), ¢ = 4k> sin?? e
q-ad = —kasinf. Da questi risultati discende che

m2e* sin?(kasin )

(hk)*  sin*(0/2)

(O =

(ii) La sezione d’urto presenta un picco in @ = 0. Per i massimi secondari, si rimanda ad una
analisi numerica.



I prova di recupero, 22 luglio 2014

1. Denominiamo innanzitutto gli operatori dati nel modo seguente:

+1 1V-1 2 ovo —1V1
2 _ ’ (2)_Ui1V0+UoV ’ UiV_1 +2UgVo + U1V _
TV = UV Ty = \/5 \/6

Ora verifichiamo che effettivamente questi operatori soddisfano le relazioni di commutazione
che definiscono un tensore sferico di rango 2, cioe le relazioni di commutazione date nel testo
del problema, con k = 2, assumendo che gli operatori UM e V) siano tensori sferici di rango
1, cioe soddisfino le stesse relazioni di commutazione, ma con k = 1.

T

Partiamo dall’operatore sz) = U,1V,, e calcoliamone i commutatori con J, e con Ji. Ab-
biamo

[/, Tf%] = [, UV = UL, Vil + [, U Vi = Ui (FRV4) + (U )V
= +2h U Vi,

Jo, TR = [J,UnVia) = Un[J, Vi + [T, U ]Ver = Usy -04+0- Vi =0,

o TE) = I, UnVi] = UnlJ-, Vil + [J-, U Vi = U (hW2V0) + (hV20) Vi
= op Yo UV o )

V2

dove @ stato usato il fatto che UM e V() essendo tensori sferici di rango 1, soddisfano le
regole di commutazione definenti, date nel testo del problema, con £ = 1. Si vede chiaramente
che l'operatore U,V soddisfa le regole di commutazione date nel testo del problema, con
k=2 e qg=2. In modo analogo si puo procedere per gli altri operatori.

2. Al I ordine in teoria delle perturbazioni, I’ampiezza di probabilita di transizione dallo stato
iniziale |1,0,0) ad un generico stato |n,l,m) a t = co ¢ data da
En - El
h Y
dove con |n,l,m) ed E, sono stati indicati rispettivamente gli autostati dell’Hamiltoniana
imperturbata di un atomo di idrogeno e i relativi autovalori.

1 foe .
CE%?O,O)%(H,l,m) = 6”151067”0 + ﬁ/o dt <n7 l’ m’V(t”l? O? 0> ezwnlt ) Wn1 =

Il potenziale V' ¢ proporzionale a xz, quindi puo essere scritto in termini di componenti di
un tensore sferico di rango 2, secondo la combinazione T1(2) — TS?. In virtu del teorema di
Wigner-Eckart, I'elemento di matrice (n,l, m|V (¢)|1,0,0) ¢ non nullo per tutti gli stati finali
del tipo |n > 3,2, £1).

Preso il valore minimo possibile per n, cioe n = 3, abbiamo

A oo .
1 —at _iw
CE1,)0,0)—>(3,2¢1) ) /0 dte™'e 31t<372;i1’$z|17070> = -

— (3,2, £1|xz|1
e 82 Ae=L0.0)

con

(3,2, £1]z2|1,0,0) = /dQ /OO r2dr Rsy(r)[Y2,(0, )] r* sin 6 cos 6 cos ¢ Ryo(r)Yy (0, ¢)
0

= / dr r* Rsy (1) Ryg (1) / dQU(F)4/ 85 sin 0 cos e T
0 m

1
sinfl cos ) cos || —
47

1 o0
- qc\/@/o dr " Ry (r) Ryo(r) -

X



3. In approssimazione di Born, la sezione d'urto differenziale ¢ data da
dO' 2Q2 /U zqr d3 :|

~ 4m2pt
dove ¢ = k—k , con k e k' i vettori d’onda dell'onda incidente e diffusa, rispettivamente.
Chiamando 6 I'angolo tra questi due vettori e ricordando che il loro modulo e uguale, si ottiene
facilmente che ¢? = 4k? sin? #/2. Nell’espressione di sopra, U(r) & il potenziale elettrostatico,
che soddisfa I’equazione di Poisson (unita cgs), V2U = —4mp.

Detta
= /p(r)ei‘ﬁ r

la trasformata di Fourier di p(r), se si prende la trasformata del I e del IT membro dell’equazio-
ne di Poisson, si ottiene

P / U(r)ed™ d*r = —4r F(q) |
dove e stata effettuata due volte I'integrazione per parti nel I membro e si e usato il fatto che
il potenziale U(r) si annulla all’infinito.
La sezione d’'urto differenziale puo dunque essere scritta nella forma seguente:
do  m*Q?* (4m)?
dQ  4r2pt gt

[F(q)]* =
A piccoli angoli, 6 piccolo e g piccolo, possiamo effettuare la seguente approssimazione:
e 1
F(q) = /p(r)e“?"“ dr = /p(r) {1 g =g | B
Ag?

= /p(r) r—f/p -F’)ngr—i—...:—T,

dove si e usato che la carica totale che genera il potenziale & nulla, cioe [ p(r)dr = 0, che
Iintegrale lineare in 7" € nullo per parita e che

N |

2 A2
p(r) (7-7)? dPr = ¢? /p(?‘)T’ZCOSQQd?’T:% /p(r) R

In definitiva,

do
ds?

~

A2m2Q2
opt

6—0



II prova di recupero, 2 settembre 2014

1. L’applicazione del secondo commutatore nel caso con J_ non e possibile, poiché non e data
I’espressione della componente ¢ = 2 del tensore sferico. Conviene ricorrere al teorema di
costruzione di tensori sferici (Sakurai, (3.10.27)) e applicarlo al caso in questione. Abbiamo

¥ = (2,1;2,1)3,3) U v = uPyW

2. Al I ordine in teoria delle perturbazioni, I’ampiezza di probabilita di transizione dallo stato
iniziale [1,0,0) ad un generico stato |n,l,m) a t = co ¢ data da
L e : E,-E
1 iwn o n 1
CEI?O,O)—Nn,l,m) = On10100mo + ﬁ/o dt (n,l,m|V(t)[1,0,0) ™" wy = — 5

dove con |n,l,m) ed E, sono stati indicati rispettivamente gli autostati dell’Hamiltoniana
imperturbata di un atomo di idrogeno e i relativi autovalori.

Il potenziale V' ¢ proporzionale a z, quindi puo essere scritto in termini di componenti di

un tensore sferico di rango 1, secondo la combinazione Tl(l) — Tfll). In virtu del teorema di
Wigner-Eckart, I'elemento di matrice (n,l, m|V (¢)|1,0,0) ¢ non nullo per tutti gli stati finali
del tipo |n > 2,1,+1).

Preso il valore minimo possibile per n, cioe n = 2, abbiamo

ooy = 3 [ dt e e 2,1, 1j2]1,0,0) = (2,1, £1]a]1,0,0)

Zh(Oz — iWQl)

con

2,1, 410e]1,0,0) = [d2 [T rdr Ra(r)[Y1 (0, &))" rsin 6 cos 6 Ruo(r)YY (6,
0

/Oo dr 1° Ro1 (r) Ryo(r) / dQ(:F)\/ism 0eT sin 0 cos ¢ \/7
0 8

Lo 3
= :F\/E/o dr r° Roy (1) Ryo(7) .

3. In approssimazione di Born, al prim’ordine, I'ampiezza di diffusione per un potenziale con
simmetria sferica ¢ data da (Sakurai, (7.2.2)-(7.2.4))

m i(o—K').-Z o 2m 1 0 )
10) =g [ 2 EOT0@ = =3 7 [ VO sinGar)dr

dove ¢ = ]l;— E’\ = 2k:sing.

Nel caso in esame, abbiamo

2mA 1 o Aad
f6) =~ q ) remtar) e r = < e
’ do ,  m2A%° Lpae
@:Uc(@ﬂ = e me



I prova finale, 2 febbraio 2015

1. The zy operator is parity-even and can be written as combination of rank-2 spherical ten-
sors (see Problem 2 of July 14, 2004): T\ @ — T%. This implies that the matrix elements
(n', ', m'|xy|n,l, m) can be different from zero when

e m' = m £ 2 (m-selection rule);
e [’ is one of the angular momentum values obtained in the composition of the angular
momenta [ and 2 (Wigner-Eckart theorem); these values are [ +2, 1+ 1,1, 1 — 1,1 — 2,

when [ > 2; when [ = 1 instead, I’ must take the values 3, 2, 1; finally, when [ = 0, it
must necessarily be I’ = 2;

e since zy is an even operator, the states |n,l, m) and |n’,I’,m’) must have necessarily the
same parity (parity rule), i.e. [ and !’ must be both parity-even or both parity-odd; this
reduces the possible values of I’ tol+2, 1,1 —2, when [ > 2, tol’ =3 and 1, when [ =1,
and to I’ = 2, when [ = 0.

2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the initial
state |1,0,0) to a generic state |n,l,m) at ¢t > 0 is given by
1t -
68)0 0)—(n,l,m) — 571161057”0 + % e dt' <'I7/, l? m|v<t/) ‘ 17 07 0> Chl ) Wn1 =

where |n,l,m) and F, denote, respectively, eigenstates and eigenvalues of the unperturbed
Hamiltonian of a non-relativistic hydrogen atom.
The potential V' is proportional to x, therefore can be written in terms of components of

a rank-1 spherical tensor, as the combination T° 1(1) — Tfll). According to the Wigner-Eckart

theorem, the matrix element (n,l, m|V(¢)|1,0,0) is non-zero for all final states of the form
In>2,1,+1).

Taken the smallest possible value of n, i.e. n = 2, we have

A / A
1 W
Cgl?o,o)a@,l,il) ih ) dt o(t")e 2! (2,1, £1]2[1,0,0) = %<27 1,+1|z[1,0,0) ,

with
(2.1, £102[1,0,0) = [dQ [~ rdr Ry (n)]Y (6, &))" rsin 6 cos § Ruo(r) {0,
0

/Ooo dr 3 Ry (r)Ryo(r) / dQ($)\/7sm 0eT'? sin 6 cos ¢ \/7
= :F\}é /OOO dr T3R21(7”)R10(T> .

3. (a) For the process under exam, the initial and final states are

|Z> = |(TZ>|7HE7)\7> ) ’f> = |(Tf>|7ln'];’)\_17> :
The transition matrix element reads

. e R h eth® 1R-T
(flH']) = —E<Qf|<---7nm—1,---\p'€;;,m m(%ﬁ s +%A€ e N gy, )
k

e h
m \ 2eoL3wy

- | > =

(@rl7 - €,e™ 7|3 g

h”E,,\ Lo

(&
m\ 2e0L3wp ¥ FA s T3 TR




(b) The integral in (f|H’|i) yields

o—idFE G
ezk~m d3$ — (')‘ﬂ L
L3 L3/2 L3/2 qf’qz+k
which means the momentum conservation
hgy = hq; + hk . (1)

(c) The energy conservation, E; = Ey, which reads

(hqr)? (h;)?
2m = huwg + om (2)

is incompatible with the momentum conservation. Indeed, squaring the left and the right
hand side of Eq. (1), dividing everything by 2m and comparing with Eq. (2), one gets

(hk)? . Rk -

5 = hwy = helk]

which is solved either by |§| = 0, which means that the photon does not exist, or by

Bl =27 9l cost
h
where 6 is the angle between k and ¢;. This second solution is not acceptable, since it implies
that the process would be possible only when the photon has a very specific value of /;, given
the value of ¢;, which is absurd. Moreover, if one would take seriously this solution, the
resulting value for ¢y = k+ ¢; would imply an electron in the final state moving faster than
light.



IT prova finale, 18 febbraio 2015

1. The zz operator is parity-even and can be written as combination of rank-2 spherical tensors
(see Problem 1 of February 19, 2013): T® 1.

The ratio R; is trivially zero, since the numerator vanishes due to the parity selection rule
(12,1,0) is odd, while |3,2,1) is even) and the denominator is different from zero.

According to the Wigner-Eckart theorem, the ratio Ry can be written as follows:

(4,2,1]22[2,0,0)  (4,2,1] — Tf”yz 0,0)
(4,2, —1]22[2,0,0) (4,2, —1|T |2 0,0)

RQZ

(oo

(@-10.0)12.-1) - (4,272,

2. (i) To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the
initial state |0) to a generic state |n) at ¢t > 0 is given by

En - EO
h

where |n) and E, denote, respectively, eigenstates and eigenvalues of the unperturbed one-
dimensional harmonic oscillator.

5o+ n/ dt' (n|V(1')|0) &=t | g =

= nwo ,

The potential V' is proportional to x, which can be written as

h
2mw

T = (a+a).

This implies that the matrix element (n|V(#)|0) is proportional to (n|(a + a)|0) and is

therefore different from zero only for n = 1. The only excited state to which the transition
is possible is the state |1).

The first-order probability amplitude is then given by

F h ot _
SV t) = / dt' cos(wt')e™ 10t (1]x|0) = 2721/ m/o dt’ cos(wt’)e™!
FO I ei(wo-i—w)t -1 ei(wo—w)t -1
T2\ 2mw | i(wy 4 w) * i(wo —w) |’
valid for w # wy, otherwise, we have

i(wO+w)t _
(1) Ky | R /t / N iwett . FO \/T € 1
t _ -0 e dt t 0 — _ t .
o1 (1) iR \/; 0 cos(wot')e 2ih \ 2mw | i(wp + w) *

%

The transition probability is given by |co_1 (%)

(ii) To calculate (x) as a function of time, it is worth recalling that, in the interaction picture,
the evolution of the initial state can be written as

o, t) = 32 cosn(t)e P )

n=0,00



where the coefficients ¢y, (t) are given, in perturbation theory, by the series

Co_m(t) = 5110 + C(()l_)m<t) + ...

In the present case, up to first order in perturbation theory, the only non-zero coefficients are

coo(t) =1 and co1(t) = célll(t), calculated above. Therefore, we have

o, £) = €70 + gD (B P 1) = €T 020) - b (e 1)
from which (z) can be easily calculated.

. For the process under exam, the initial and final states are

|Z> = |cj;->|...,n,—f»h/\i,...,n,gf,)\f,...> , |f> = |Jf>|"'7nEi7Ai — 1,...,7’LEf7)\f + 1,...> .

The interaction term H” reads

o i(kR)E ot i(k—k')-& i(—k+K')-& ] —i(k+K')-2
X <ak,>\ak’,)\’e + al@)\aﬂ/’)\/e + a* a’k’ )\/e + ak )\ak’ )\/6

Since the total number of photons is not changed between the initial and the final state, only
the second and third terms in the brackets of the expression for H” will contribute to the
first-order matrix element of this process.

Assuming for simplicity that the initial state contains just one photon in the mode (lgl, A;) and
the final state just one photon in the mode (Ef, Af), which means Ny =1 and Nia, = 0,

we have
i) =1G) ol [O)aa s 1F) =105 al , [0
and
Ery * €y
<f|H// — Z Z k‘,)\ k 7/\
k A o IV 280L3 \/ Wi,

« <q—»f‘ rad<0‘a;;f7/\f <aa)\a£l7>\lei(kk/)-f + IJ%’)\CZ,‘C’/7A/ei(k+k/)~f> a;%h)\i |O>rad‘q_;'>

Let’s concentrate on the radiation part of the matrix element. We have to consider two terms:
- Lot T . T T
wa(Olag, , agaaly b (Oa and alOlag, , b apal | [0)

The first term gives (omitting for brevity the A symbols and the suffix “rad”)

(0lag, agal,al. 0) = <0|a,;f( A ak)a~ 0) = 8 (Olag, at [0) + (O]az, al,aza |0)

= 8501 (8, + ol g )10) + (Olag,al, (8¢, + ol ag)10)

= 0p w05, + Or g (Olag al,|0) = 6 oy ¢+ 655, (0] (%,p + aT,gfa;;v) 10)
= Ok 0k i, T Ok kO, 00 -
Analogously, the second term gives

(Olag,atagal |0) = 0z 0 1 -



The contribution of the form d; E’(Sl%'i i is not acceptable, since it requires that the initial

and final photon momenta coincide (EZ = l%c), which is not true in general. The other two
contributions, once replaced in the matrix element (f|H"|:), give

2 h _’_“ _.g’_.
(SIE") = 5 S T

= - —L
2m 2eqL /sziwsz

We are left now with the evaluation of the bracket in the matter space:

(qrle™™ =)

o—idr @ iGi @

o | i(Ri—Ep)E) 2\ i(ki—kp)@ © 3, 5. B
<Qf‘6 |Qz> = /L3 13/2 € 1,3/2 d’r = 5k:f+¢jf,ki+§i ’

which means the momentum conservation
hks + his = hk; + hd; .
The transition rate is finally given by

dP_27r

dt_?’[|

h2 —{2 h2 —9
(FIH"|Y2 6 (hwki + 2, — qf) .
2m m



Appello straordinario, 13 aprile 2015

1. The 2% — y? operator is parity-even and can be written as combination of rank-2 spherical
tensors (see Problem 1 of September 2, 2013): Tg) + T2(2).

The ratio R, is trivially zero, since the numerator vanishes due to the parity selection rule
(13,2, —1) is even, while |2,1,1) is odd) and the denominator is different from zero.

According to the Wigner-Eckart theorem, the ratio R; can be written as follows:

(4,3,1](22 - y®)[2,1,-1) (4,3, 1|T57|2,1,-1)
(4,3, =2[(2% = y?)[2,1,0) (4,3, —2|T%|2,1,0)

(@20 -1)B.Y - @TRRZY i

(@ -20)3,-2) - @ 3T@l2, 1 VI8 VB

R1:

2. (i) To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the

state |n,l,m) at t = —oo to the state |n’,l’,m’) at t = 400 is given by
En’ - En
Dot =Bttt b [ LV Q) 0 = B

where |n,l,m) and E, denote, respectively, eigenstates and eigenvalues of the unperturbed
Hamiltonian of a non-relativistic hydrogen atom.

The potential V' is proportional to 22 — y?, therefore can be written in terms of components
of a rank-2 spherical tensor, as the combination 7' 522) + TQ(Q). According to the Wigner-Eckart
theorem and to the parity selection rule, here is the list of possible transitions:

- initial states: |n,l = 0,m = 0), final states: |n’,l' =2,m' = £2),

- initial states: |n,l = 1, m), final states: |n/,l' =3, m' =m+2) and [0/, I' =1,m =m+2),
- initial states: |n,l > 2,m), final states: |0/, ' =14+2,m' =m<x2), |n/,I'=1,m' =m +2)
and [0/, I' =1—2,m' =m+2),

where it is understood everywhere that n > 1+ 1, n' > '+ 1, |m| <1 and |m/| <’ must be
satisfied.

(ii) If the initial state is |1,0,0), we have (n > 3)

A e A
1 —a?t? W
Cgl?o,o)—>(m2,i2) = ih [00 dt e=*"e 1t<n727 i2|($2 - 92)|170,0>

AT
= Y e 12 (n,2,42 — 1,0,0

with

(n,2,42|(22 — 4?)|1,0,0) = / ds) /O T 2dr Ry (r)[Y2,(6, 6)]F 12 sin? 6 cos(26) Rio(r) Y (8, 6)

1
_/ dr r* Ra (1) Ryo (7 /dQ \/ sm 2 0eT%% sin 0008(2¢)U4—
7r

_ ﬁ /o dr r* Rya(r)Rao(r)



3. Since the target is represented by heavy nuclei, we can treat them as a fixed scattering center
(Zy = 0). Then, in Born approximation, at first order, the scattering amplitude for definite
initial and final spin states is given by (Sakurai, (7.2.2)-(7.2.4))

m (FT-T S . Cm S
f(0) = o7 /d3x et (h—k") C’(m’l,m'2|31-32|m1,m2>5(3)(x) =5 (mf, my|81-8a|mq, ma).
The differential cross section is then
do |C*m? L
diﬂ = ’f(9)|2 = (271'77,2)2 ’<m/17m/2’51 ’ 82’m17m2>’2

Averaging over the initial spin states and summing over the final ones means taking

do|CIPm* 1 3 .3
Y et X Nl sl m)

’ot .
my,My,M1,Mm2 my,Mgy,Mm1,Mm2

N

By completeness,

Z |<m'1,m’2|.§’1 : §’2|m1,m2>|2 = Z <m1,m2|(§1 : §2)2|m17m2> .
m),mb,m1,ma mi,m2

Then, working in the base of total spin and using

I PR 1 /= 3
5% = (53— 5t - ) =5 (Sh- 5n)

we have that 5, - 5§, = —h?3/4 when the particle-nucleus system is in the singlet spin state
and 3y - 8§, = h? /4 when it is in one of the triplet states. Therefore

L A i T AN LAY
4 dQ  (2rh*)2 4 |\ 4 4

’ /
my,My,Mm1,M2

_ lepm? st
~ (2nh?)? 16




I prova di recupero, 16 giugno 2015

1. The operators entering the given matrix elements can be written as components of a rank-1
spherical tensor as
r iy
V2

According to the Wigner-Eckart theorem, we have

T = £ T = 2.

(W, I'=2m=0zlnl=1,m=0)=n,1I'=2m=0[T"|nl=1m=0)

2
= (.00010)12,0) - 0 2T, 1y =2 24O,

and
ey
' '=2m|F x\/gy]n,l =1,m)=(nl'= 2,m’|Ti11)\n,l =1,m)
= ({1108, ] ) 2 - o, 20T, 1)
The m-selection rule implies that m’ = m + 1 to have a non-zero matrix element, thus

restricting the cases to

1
(1,1)(1 —1y)|2 0) = \@

(1, —1|(1 —1|>|2 =1,

(
N (
m=0, m=1: (11|10|)|21> \E
: ( .
(
(

(1L =110 2. -1) =5

(1,1)(1 11)\2 2y —1.

(1, —1/(1 1y)|2 0) = \/Z

(', ' =2,m' = 0] = = n,l = 1,m = 1) 1/6 1

One then gets

(n’, ' =2,m=0|z|n,l = 1,m =0) 2/3 27
(n’,l’zQ,m’:—Q\z\;%ym,l:1,m:—1> 1 3
(n',I' =2,m =0|z|n,l = 1,m = 0) B 2/3_ 2

(n',I'=2,m' =1| — x;%y\n,l: 1,m=0)

V123
(n',I'=2,m=0|z|n,l =1,m =0) /2/3_ 2

('l =2,m' = =1| + *Z|n,l = 1,m = 0) 1/2 /3
(n',I'=2,m=0|z|n,l =1,m =0) 2/3 2 7




<n’,l’:2,m’:2|—x\%”n,lzl,mzl) 1
(', I'=2,m=0[zn,l =1,m=0) /2/3_
<n',l':2,m’:0|—|—“”\7%y|n,l:1,m:1> V1/6 1

(n',I'=2,m=0|z|n,l =1,m =0) 2/3 2

Y

o

2. (i) To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the
state [1s) = |n = 1,1 =0,m = 0) at t = 0 to the state |28) = |[n =2,l =0,m = 0) at t = +00
is given by

1 oo : Ey,—F
68?0,0)—%2,070) = 012000000 + E/o dt (2,0,0[V()[1,0,0) ™", wy = % :

where Fy and E; denote, respectively, the energy of the states 2s and 1s. In the present case,

(2,0,0[V(t)]1,0,0) = A(2,0,0]6(x)d(y)o(z — ct)|1,0,0)

. 3 RQO(T) e ng(’l“) 7£ 1 _gt 6_%
_A/dx \/E5(x)(5(y)6(z t) N ra e (2 a) ,

so that

1 1 e A 1 ct\ _set 1 A 1 8a(c—iwga)
C( ) — 7/ dt — (2 _ ) e 2a elwmt _ -
(L0000 " in Jo 4 21/2a3 ih 41 2¢/2a3 (3¢ — 2iwqra)?

and the transition probability is

0 , A2 8 24uda
10000l = (47h)2 a* (9¢2 + 4w3 a?)?

(ii) In the limit ¢ — oo the above probability goes to zero. This is not surprising: the
perturbation acts so fast, that the system has not the time to “feel” it.

3. The formula for the lifetime 7 of a generic exited state with respect to the decay into another
state, in the dipole approximation and by emission of one photon, is given by Eq. (2.32) in the
Section 2.2 of Greiner, Quantum Mechanics - Special chapters and reads, in the International

Systems of Units:
1 e? 4 S
(T>1—>f B (47T50hc> 3c2 [(agMas)|”

where the indices ¢ and f refer to the initial and final states, respectively, |a;), |af) denote
the initial and final atomic states, while wg = (Ff — E) /h.

In the present case,

3 e?
la;) = 2p,m = £1) = (2,1, £1) , Jar) = |1s) =1,0,0) , hws = Es — By, = 8??60 )

We need to calculate the three components of (1,0, O|7%]2, 1,£1). However, (1,0,0[2|2,1, £1)
is trivially zero, since the operator Z behaves as the 0-component of a rank-1 tensor and
the given matrix element has m’ # m. We are therefore left with (1,0,0|z|2,1,£1) and
(1,0,0[g]2, 1, £1):

2T ™ (9) 1 3 .
(1,0,0[z]2,1,£1) = / dgb/ sin 9d9/ r?dr Ryo(r)—==rsin 0 cos ¢ Roy (r)(F)1/ — sin fe**
0 0 0 Var 8T
128

- :F%av



21 T o) .
(1,0,0|g}|2,1,:|:1>:/0 d(;ﬁ/() sin&d@/() TQdTRlo(r)\/Z_ﬂrsinﬁsin¢Rgl(r)(:F)w;sineeﬂd’

Finally,

<1> €2 4 (3¢ e \° ) (128)2 ) (2)8 2 \'c
— — JE— - - a® = — _
T/ (2p,m=-+1)—1s dmeohe ) 3¢ \ 8a dmephe 243 3 Areghe ) a

and

3\* a _9
T(2p,m==%1)—1s — <2> E = 1.59479 - 10 S.
This result coincides with that for the transition from the state 2p with m = 0 to the
fundamental state.



II prova di recupero, 21 luglio 2015

1. The xz operator is parity-even and can be written as combination of rank-2 spherical ten-

sors (see Problem 2 of July 14, 2004): T-7 @ T(Q). This implies that the matrix elements
(n', ', m'|xz|n,l,;m) can be dlfferent from zero when

e m' = m =+ 1 (m-selection rule);

e [’ is one of the angular momentum values obtained in the composition of the angular
momenta [ and 2 (Wigner-Eckart theorem); these values are [ +2, 1+ 1, [, 1 —1,1—2
when [ > 2; when [ = 1 instead, I’ must take the values 3, 2, 1; finally, when [ = 0, it
must necessarily be I’ = 2;

e since xz is an even operator, the states |n,l,m) and |n’,l’,m’) must have necessarily the
same parity (parity rule), i.e. I and I’ must be both parity-even or both parity-odd; this
reduces the possible values of I' to [ +2, [, [ —2, when [ > 2, to !’ =3 and 1, when [ = 1,
and to I’ = 2, when [ = 0.

2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
|Is) = |n=1,l=0,m =0) at t = 0 to the state [n =2,l = 1,m = 1) at t = +o0 is given by

ooy = Swdoadont o [ db 2 LUVHIL0,0) ¢

Ey — B4

5

where Ey and E) denote, respectively, the energy of the states |[n = 2,01 = 1,m = 1) and 1s.
Then,

= —/ dt (2,1,1|z]1,0,0) ™2t | wy =
th Jo

(2,1,1]z|1,0,0) = /dQ/DOO r2dr Roy (1)[YH(0, ¢)]* rsin 6 cos ¢ Rio(r) Yy (6, ¢)

—/ drr? Ro1 (1) Ryo(r /dQ 1/ smGe sm&cos¢w
_ 128 2 (_)f__al%__g
813 6 243 35

/to dt ™2t = 1 (e2to — 1) .
0 iLL)gl

Putting everything together, one gets for the transition probability

7
(1) 2 Aa 2 . 9 w21t0
|C(1,0,0)—>(2,1,1)| [hwgl 35] 4 sin ( 5 )

3. (i) The cross section before the average/summation over polarizations and the integration
over final momenta is given by

J L3 8w 1 e\ /2rhc?\°
c = ——
¢ h \2mc?4meq L3

= = 2 2 =9 229
€k A Ekf,Af‘ h°g; h"g;
WE,WE, T 2m

1

2 - - 2

Lo (1 e\ 2mhe\* Gyl 5 (heon, — 1
L8 A s (s, )
¢ h \2mc?4me L3 Wg. Wi ky+dykitdi A

whereas

12




where the kinetic energies of the electrons in the initial and final states have been neglected
in the argument of the Dirac delta.

(ii) Choosing the polarization vectors as in Fig. 2.13 of of Greiner, Quantum Mechanics - Spe-
cial chapters, one gets for the average over the polarizations of the photon in the initial state
and the sum over the polarizations of the photon in the final state the following expression:

1

- 2, |- o2, |2 o2, = -2
5 Z Z' kf ,\f = 35 ‘El’c’i,l : EEf71‘ + |€Ei,1 : 6Ef,2| + ’%,2 : 61%’,«,1’ + ‘El’f’i,z ) EEfQ‘
X Ap

1
= 5[1+O—|—0+00529],

where 6 is the angle between k; and Ef.

(iii) The summation over the final electron momenta is trivial, since
Z 6kf+q

(note that nothing else depends on ¢ in the expression for do).

What is left to be done is the summation over final photon momenta. First of all, we use the
replacement (valid in the infinite volume limit)

L3 3
— d°k; .
EZ (2m)3 / !
f

Then, the integration over Ef is performed in spherical polar coordinates,

[ s, [ Kk, .

We get

38t [ 1 ¢ \°[/2nh®\® L3 1 1
- do = =T , /dQ~ /k:Qdk: 201+ cos?f
Z Z 9 c 3 <2m02 47T€0) ( Ld ) (277)3 ky Fuhf 2( —+ cos )Ckakf

)\u/\f qr,ky

X (]C — k)f)

h
= L ¢ /dQ (1 + cos®0)
 \me? dmeg kr 9

2 2
8 8
- ;( ‘ ) =20 ;(2818 1071 m)?

mc? 4me 3
~ 0.665-10"2®m? = 66.5 fm?,

where 7, >~ 2.818 - 107'° m is the classical electron radius. The final resul we have obtained
is the Thomson’s scattering cross section.



IIT prova di recupero, 8 settembre 2015

1. The @;; operator is symmetric under the exchange of the indices ¢ and j, therefore it is enough
to consider the components with 7 < j. Recalling that, using the vector r, it is possible to
construct a rank-2 spherical tensor with components (see Problem 2 of 13 settembre 2006)

1
TE = S(r+iy)?,

DO |

Tfl) = F(xtiy)z,

T = (=),
we get immediately
Qu=1ry = T2(2)2_ZT£22) :
Qi3 =2z = T(Ql);Tl@) )
Qs =yz = —T(Ql);:.Tl@) )
(33 = 2 — 7;,)2 = ?)To(z) :

As for the remaining components, we observe that

Q11—Q22=l‘2—y2 = 777

2
Qu+ Q2 +Qss = 0,
therefore
2 2

On g T - BATE 1

3 4 \/6 0 )

(2) (2)

Q22 y2—7;2 = —T2 1 —i @

3 4 N

Recalling that @;; is a parity-even operator, matrix elements (n',l’, m’|Q;;|n,{,m) can be
different from zero when [’ is one of the angular momentum values obtained in the composition
of the angular momenta [ and 2 (Wigner-Eckart theorem); these values are [ + 2, [, | — 2,
when [ > 2; when [ = 1 instead, I’ must take the values 3 and 1; finally, when [ = 0, it must
necessarily be I’ = 2;

2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
|1s) = |n=1,1=0,m = 0) at t = 0 to the state |n = 3,1 = 2,m = 2) at t = +o0 is given by
(1) 1 Feo iw31t
oopze = Oudondn+ — /0 dt (3,2,2|V()1,0,0)

A rto .
- _—/ dt (3,2,2|2y[1,0,0) ¢s1t | gy = 3L
th Jo



where E5 and F; denote, respectively, the energy of the states |n = 3,1 =2,m = 2) and 1s.
Then,

(3,2,2|zy|1,0,0) /dQ/ r2dr Rso(r)[Y2(0, 6)]* 7% sin” 6 cos ¢ sin ¢ Ry (1) Y (6, ¢)

—/ dr r* Ray(r) Ryo(r /dQ \/ sm 29e=%9 sin Gcosgbsmgzbw

= % /0 dT 7’4R32(T)R10<T’) 3

whereas
to iwsqt ]' iws1t
31t __ 31to
/ dt et = — (e 1).
0 W31

Putting everything together, one gets for the transition probability

U dr ¥ Ry (r) Rao )]2 4 sin? (“’321’50) |

|C(1) ’2
(1,0,0)%(2,1,1) 30 h2w31

3. (i) The operators (p"- € ) and (k- %) in MD do commute; indeed:
[ﬁ 6_}‘{*70, ]g . .f] = iji[pj, ZZ'@] = k'iGj <—2h51j> = —ZE . E}gyo_ =0 s

due to the transversality condition.

(ii) Using the proposed decomposition, one has
MY = (af|(F- &,) (—ik - F)|a)
= —ikiej{as|zip;|as)
, 1 1
= —ikiej |5 lagl(wp; +zpi)las) + Slasl(@ip; — 25pi)lai)

= MO+ M)

symm antisymm °
For the second term, i.e. the antisymmetric part, we have

kie; (xip; — x;pi) = kiea (x1p2 — xap1) + kaer (z2p1 — 21p2)

+  kies (z1ps — w3p1) + kser (w3p1 — 21p3)
+  kaez (zop3 — w3p2) + kaea (v3p2 — waps3)
= (ki€ea — kaer) (w1p2 — w2p1)
+ (koes — ksea) (v2ps — w3p2)
+ (k361 kies) (z3p1 — 21p3)

(k x

€ro) (T X D),
so that

Méngisymm = _§(k X 6]2,0) ) <af|<,r X ﬁ)’al> :

(iii) The first term of M®, i.e. the symmetric part, by virtue of the property in (i), can be
written also

) 1
ME) = —ikie; 5(%!(%191 + pixjla;) .



Then, we can use the commutator [z;, Hy,| = ihp;/m, where Hy, is the Hamiltonian of the
matter system, to get

MBh = =ikies 5 o Gagl(aifes, Hol + Lo, Hnlasloo)
ity 3 agl(aile, Hol + [ Hulzla)
—ki€j ; % (ap|(ix;Hy — Huzizj)|a;)
= —hiey 3 2 (B~ Bpagleie;ag
—ki¢; ; % (Ei — Ef){ay] (sz‘% 51:;'7‘2) |ai) ,

where, in the last equality, the property k- €;: » = 0 has been used.



Appello straordinario, 17 novembre 2015

1. We first use the Theorem (3.10.27) of Sakurai to build a rank-2 spherical tensor from two
rank-1 spherical tensors:

+1
= >, Z<1Q1 1Q2)|2(]> )Zg),

q=—1qg2=-1
which leads to

+1
¢ = Y Z < (1, 1)1 q2|>]2 2) X7 = ((1 1)(1, 1])\2 2y xW 70 = xW 7z

a=—1g=-1
+1

9= % 3 (Lol X0z

qg1=—1¢q2=-1
XUz 1 x4,
\/§ )

- (<1,1|<1,0|)|2,1> X0z + (<1 01,11 12,1) X{V 74 =

+
= Y 3 (a0 X0z

g1=—1g2=-1

— ((1,1y<1,—1\>yz,0> xWz0 4 ((1 0/(1, 0\>|2 0) XMz + ((1,—1]<1,1|)12,0> xWzW

1 2 1
= xRy ey

V6 V6
+
(2) Z Z < (L1 [{1, q2 >|2 _1>X($1)Z¢§21)
q1=—1¢g2=-1
X(l)Z(l) X(l)Z(l)
= (<1,—1|<1,0|)|2,—1> X0z + (1,01, -1]) 2, 1) X028 = =202 20 2
V2
+1
™% =Y Z ( 1, ql(1, g >|27 —2) X7 = <<1,—1|<1,—1|>|2,—2> xWzW — xW 70

q=—1¢g=-1

The last step is to express the rank-1 spherical tensors, X (511) and Zézl), using the components
of the position operator and those of the momentum operator:

+ iy (1) my_ Ty
xO__TTW o x®) ,
+ V2 0 ' V2
e 1 Ip (1) 1) Py — 1P
g = BT Wy ) ) P T Py
+1 V2 0 p 1 2
2. For the given system, the potential is
0, t<0,
V(t)_{ —Eyze 7, t>0.

To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
|n,1,0) at t = 0 to the state |n,2,m) at t = 400 is given by

05711),1,0)—>(n,27m) = 0pn01200m + h/ (n,2,m|V(t)|n,1,0) e“nnt

= Zho dt (n,2,m|zln,1,0)e " | wp,, = 7 = 0.



Since the operator z behaves as the O-component of a rank-1 spherical tensor, due to the
m-selection rule, only for m = 0 the transition amplitude can be different from zero. Then,

(n,2,0|2|n,1,0) = /dQ /0°° P2 dr Roo(r)[Y2(6, 6)]* 1 cos 6 Rt (1) Y1(6, )

—/ drr® Ryo(r /dQ\/ ( cos 9—;) COSQU:;COSG

_\/ﬁ/o dr 1 Ry (1) Ry (1)

oo 1
/ dte /7 =2
0 T

Hence, the first order transition probability turns to be

T

whereas

D 2= AE§
(n,l,O)—)(n,Q,O) - 15 h27_2 ro

. In first order Born approximation, the scattering amplitude for a spherically symmetric po-
tential is given by

i wr )& . m i(E—EN.2 - Am
f(6) = 27rh2 /d3xe (R=F) V(%) = ghyes. /d3:z:e (k=K)-T A5G) () = o2

so that the differential cross section is

do | A2 m?

— =f(O =

dQ |f( )| 47T2h4
and the total cross section

_APm

7rh4



I prova finale, 11 febbraio 2016

1. Since the orbital angular momentum is a vector, its components can be written in terms of
those of a rank-1 spherical tensor, in particular

1 1
T -1l

Ly=""- L
V2

Using the Wigner-Eckart theorem, we have then

T .

(,j=3/2,m=3/2|Ly|v,j = 3/2,m =1/2)

T(l) _ T(l)
(o, j=3/2,m=3/2|—*

5 (0l = 3/2.m = 32Tl = 3/2.m = 1/2)
1 1 2 1
— —\/5(<1,1|<3/2,1/2|>|3/2,3/2> (RME) = > (— 5) (RME) = = (RME)
and

(@, = 3/2,m = 1/2|L.]a, j = 3/2,m = 1/2)

(o, =3/2,m=1/2/T{"|a,j = 3/2,m = 1/2)
1

= ((1.01(8/2,1/21)13/2.1/2) (RME) = —— (RME)

where RME stands for the common reduced matrix element. Hence we get

(«/,j =3/2,m =3/2|L,Jov,j = 3/2,m =1/2)

1
ARNE
— — — — 2 = _
(o;j=3/2,m=1/2|L,|a,j =3/2,m =1/2) ViE
Using the projection theorem, we have instead
(/5 =3/2,m =3/2|Ls|a, j = 3/2,m =1/2)
={(a',j=3/2,m=3/2|J;|a,j =3/2,m =1/2)
o =3/2m=1/2] - Lla,j = 3/2,m = 1/2)
n*3/2(3/2 +1)
and
(o, j=3/2,m=1/2|L.|a,j =3/2,m =1/2)
={(a',7=3/2,m=1/2|J,|a,j =3/2,m =1/2)
o =3/2m=1/2|] - Lla,j = 3/2,m = 1/2)
n*3/2(3/2+1) ’
so that, we get
(o/,j = 3/2,m = 3/2|L;|a,j =3/2,m =1/2)
(o, j=3/2,m=1/2|L.|ov,j = 3/2,m =1/2)
(o, =3/2,m=3/2|];|o,j =3/2,m =1/2)
C (i =3/2m=1/2|]|a,j =3/2,m=1/2)
(o,j=3/2,m=3/2|"ta,j =3/2,m=1/2) K%
h/2 - =3,

h/2



2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
[1,0,0) at £ = 0 to the state |2,1,m) at t = 400 is given by

1 too -
C&?O,O)H(Zl,m) = 01200100m + E /0 dt <27 L m|V(t)‘1a 0, O> et
Ey — Fy
5 .

Since the operator p, behaves as the O-component of a rank-1 spherical tensor, due to the
m-selection rule, only for m = 0 the transition amplitude can be different from zero. Then,

(2,1,0[p.|1,0,0) = / ) /0 T 2dr Ry (r)[YA (0, 6)T° (-mi) Ruo(r)Y2(6, 6)

A o )
_ ,—/ dt (2,1,m|p.|1,0,0) et | wy =
th Jo

a

_ / 0 /0 T 12dr Ry (1) [Y (6, 0)]F (mcose> Rio(r)Y2(0,6) .

where it has been used that

and the fact that Y is a constant. We get
(2,1,0|p.|1,0,0) = /d R()R()/alQH3 0 91
- /r’ —_— [
, 1, 7" Ro1 10(7 1, cos? cos =

/ dt eudglt (elw21t0 o 1) )
ZCLJQl

Hence, the first order transition probability turns to be

whereas

(1) o A% 2048 sin®(waito)
|C(1,0,0)—>(2,1,0)| " a2 6561 w3 '

In the limit £, — oo, the same arguments apply which lead to Fermi’s golden rule, so that
the required probability becomes proportional to §(we;) = hd(Ey — E), i.e. it is equal to
Z€ero.

3. We note that

>z 1 .d7 1.
az = inlay Tl =~ llE Hal, Hal
so that
L7, 1 : Loz 7 '
(FI310) = =3 I, Bl Hl8) = — 571 ([8, Honl i — Bl Ha) )
1 1
(B = Bp) U, Halli) = =55 (5 — )1 (2 — o))
1
5 (Bi - Ep)*(f|7)i) = —wh (f|Z]i) .
Hence,

e 1P
[(f1Z3)] —@mww



and the energy emitted per unit time can be written as

hwpi 4 e Wy 1, d%F e?

IS =
= hwy; — —fl==1i) = =
T fig dreq hed w;%i dt? 3 4mey A

a factor two larger than the classical result.

1 >z
<f|ﬁ Z> )




IT prova finale, 25 febbraio 2016

1. First, we use the components of the vectors u, v and w to build three different rank-1 spherical
tensors:

Uél) =u, , Uill) = $%(uw + duy) ,
‘/0(1) =z, Vil - q:f(vx :i: wy) ’

Wo(l) = uz y W:I:l == :Fﬁ(wm :i: Zwy) .

Then, using the theorem (3.10.27) of Sakurai, we compose any two of these three rank-1
spherical tensors, say UM and V() to build a rank-2 spherical tensor, Z®. We will need

only the components ZJ%) and Zfl):

+
-y 3 ( (a1 qz)\2,2> UV = () vy — vy

g1=—1g2=-1
+1

- > 3 (altwl)Ryuvy

g=—1g2=-1
U(l)v(l) U(l)v(l)
— (L, 0|)|2 ULV + (Lol ) 2 1) U v = ST

Now, using the same theorem, we compose the newly built rank-2 spherical tensor Z?) with
the rank-1 spherical tensor W1, to obtain a rank-3 spherical tensor, T®®. We need only the
component TE’Q), which is given by

+

+2 = Z Z <2 Ch 1 %’)‘3 2> ql)Wq(Ql)

G=—2q2=-1

2w + iz W
V3

= ((2.2100,00) 13,2 23w + (¢2.1101,11)13,2) ZW =

_ ufvwg? + v i + vt v w
3 .
2. 1) Recalling that the dimension of a Dirac delta is equal to the inverse of the dimension of its
argument, from the expression V' = A z(t), we get that

4K B MIL?T2T B ML
2] L T
from which we see that A has the dimension of a linear momentum.

ii) We have

4] =

F=—VV =(0,0,—44(t))
i.e. an impulsive force acting only at ¢t = 0 along the z-axis. The amplitude of this impulse
is just A.
iii) To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the
state [1,0,0) at ¢t = 0~ to the state |2,1,m) at t = 0T is given by

Ao0rzim = 01200100m + — / dt (2,1, m|V(t)[1,0,0) ™

A o A E,—FE
= = dt <2, 1,m|z|1,0’0> 5(t) elw21t ’ W = Z2 .
th Jo- A



Since the operator z behaves as the O-component of a rank-1 spherical tensor, due to the
m-selection rule, only for m = 0 the transition amplitude can be different from zero. Then,

(2,1,0[2]1,0,0) = /dQ /0°° 12 dr Ro (1) [Y.2(8, 0)] 2 Ruo(r)Y2(6, )
- / 0 /0 T 2dr Roy ()Y (8, )] 1 cos 0 Rig(r) YO (6, )

00(87
/3 1 128 /2 1 272
_/ drr?’RQl )Ryo(r /dQ COSQCOSH\/E—Sl\/;a~\/§: TR

whereas

ot

dt et §(t) = 1

Hence, the first order transition probability turns to be
2 915
’c(l) 2 = A 27
(1,0,0)—(2,1,0) B2 38

The condition for the application of perturbation theory is that the absolute value of the
matrix element of the operator V between the states 1s and 2s, which is of the order of
|Ala/ws1, is much smaller than Ey — E; = hiws;.

. Recalling the expression of the vector potential fY(f, t) in the Coulomb gauge,

Z QGOM[ \(F)ag (0 + E(Fal (e ]

and using
.|.
da,m: W a ks W a
dt k ko dt k ko
we get
(= 8@(5,1&) h > 7 k7 o T —ik-7
E(# 1) = = zg TV iwg [E\(B)ag ()™ — &(F)al., (t)e 7]
and
S NA ho oL ik = (T —iki
B(#t) =V x A@# t) =Y pevas X En(R)ag\(t)e™™ — & (k)al, (t)e *7]
z k

Now, the expectation value of both E and B on the vacuum is zero, since they both depend
linearly on creation and annihilation operators, whose vacuum expectation value vanishes.
Therefore the dispersion of E coincides with the expectation value of E? on the vacuum, and
similarly for that of B.

The operator E? contains terms of the form aa, a'a’ and afa, whose vacuum expectation
value vanishes. The only non-zero contribution comes from the term of the form aa’, which
gives

- =

< Z Z 6 V,/wkwk/ €k)\ Ek’ N € (k k,).F<0‘aE7)\( ) k’ )\/( )‘O>

EA KN

Since
(Olag (D),  (1)]0) = (Olag e “Faf, , ¢“¥"[0)



= e—i(wﬁ_“’;;/)t(()’ (5]}',12/(5)\,)\/ — CLJ]%/7)\/aE,/\‘O> = (SE,E’(S)‘v/\/ ’
we obtain A B 1
— Wi Wi
B(7.1) = E (& )P = AR DS
< (ZE, )> = 260{/( "31)‘) kZ; 2¢0V eV z];: “

The argument goes similarly for B? which turns to be

h hoo-

- o hws
BY(Z,t)) = kxé )= kK2 = k_ —
(B 1)) Z 260Vw~( % k’A) Z 2¢0V wsy Z eoc?V
kA k kA k

i}
VOZEME
k



Appello straordinario, 6 aprile 2016

1. The y operator can be written as combination of rank-1 spherical tensors: Tfll) + Tl(l). This
implies that the matrix elements (', j', m}|y|a, j = 3/2,m;) can be different from zero when
e m) = m; + 1 (m-selection rule);
e j' is one of the angular momentum values obtained in the composition of the angular
momenta j = 3/2 and 1 (Wigner-Eckart theorem); these values are 5/2, 3/2 and 1/2.

Note that, in this case, the fact that the operator y is odd does not help, since the parity of
the states entering the above matrix elements is not defined (they have not a defined value
of the quantum number /).

For j/ = 3/2 and m; = 1/2, the only non-zero matrix elements are
(o, 7' =3/2,m} =3/2lyla, j = 3/2,m; =1/2)
and
(,j' =3/2,m} = —1/2lyla, j = 3/2,m; = 1/2) .
Their ratio can be calculated with the help of the Wigner-Eckart theorem:
(/' =3/2,m); = 3/2|yle, j = 3/2,m; = 1/2)
(o, j' = 3/2,m} = —1/2|y|a,j = 3/2,m; = 1/2)

(o5 = 3/2,m); = 3/2|T\"|a, j = 3/2,m; = 1/2)
(5" = 3/2,m = —1/2|TW|a, j = 3/2,m; = 1/2)
(waez12)B232) s 3

- <<1,—1\(3/2,1/2])\3/2,—1/2> - B/15 2

Therefore, the ratio between the transition probability to the state with m’ = 3/2 and that
to the state with m/ = —1/2 is equal to 3/4.

2. 1) Recalling that the dimension of a Dirac delta is equal to the inverse of the dimension of its
argument, we get that
4] = VT ML*T?T ML
[ L T
from which we see that A has the dimension of a linear momentum.

ii) We have

F=-VV= (0,0, —A(d(t +to) — 6(t —to)) ,
i.e. two impulsive forces, acting at t = —ty and at t = ty along the z-axis. The amplitude of
the impulses is A.

iii) To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the
state |1,0,0) at t = —oo to the state |2,1,m) at t = 400 is given by

1 [t ,
687)070)_%2717”1) = 01200100m + % [m dt <2, 1, m|V(t)|1, 0, O> piwart

by — Ey

A [t .
_ %/ dt (2,1,m]2[1,0,0) (5(¢ + to) — 3(t — to)) €, oy = ——



Since the operator z behaves as the O-component of a rank-1 spherical tensor, due to the
m-selection rule, only for m = 0 the transition amplitude can be different from zero. From
Problem 2 of 25 febbraio 2016 we know that

27\/2
34

(2,1,0|z|1,0,0) =
Moreover

—+00 i . .
/ dt €2 (§(t +tg) — 8(t — o)) = e~ ™21lo — ™21t — 95 gin(wyity) .

—0o0
Hence, the first order transition probability turns to be

) ) A2 215 Ly
10(1,0,0)_>(2,1,0)| — 23 4 sin”(wa1to) -
The condition for the application of perturbation theory is that the absolute value of the
matrix element of the operator V between the states 1s and 2s, which is of the order of

|Ala/wa1, is much smaller than Fy — E; = hws;.

. The calculation of the lifetime 7 of a generic exited state with respect to the decay into another
state, in the dipole approximation, is presented in the Section 2.2 of Greiner, Quantum
Mechanics - Special chapters. Since the question is about the direction of the emitted photon,
no matter what is its polarization, we should look at the expression of 7 before the integration
over the angles 6 and ¢ giving the direction of motion of the emitted photon. Taking into
account Eqgs. (2.17) and (2.18) of Greiner’s book, we have, in the dipole approximation, that

1
@ ocsinf Y &, - (1,0,0]5]2,1,1)?
d9d¢ ey k,o Y ) ) )

where 51371 and EE,z denote the two polarization states of the emitted photon. The fact that the
initial atomic state has a definite value for the magnetic quantum number m means that the
electron of the hydrogen atom has a definite value for the component of its orbital angular
momentum along some previously specified z-direction. This direction will determine the
polar axis of our system of spherical coordinates. If we fix arbitrarily the direction of the
x-axis in the plane orthogonal to this z-direction, we can write the generic momentum vector
of the emitted photon as

k = |k| (sin 0 cos ¢, sin sin ¢, cos 0)
and choose the polarization vectors as
€r, = (cosfcos ¢,cosfsingp, —sinf) , €z, = (—sing,cos¢,0) ,

so that €, and €}, are normalized to one, mutually orthogonal, and orthogonal to k.

Let us evaluate now the components of the vector (1,0,0|p’|2,1,1). The z-component of this
vector is zero due to the m-selection rule, since p, can be written as the zero component of
a rank-1 spherical tensor. The x- and y-components are given by

Ey — E)

(1,0,0]p.|2,1,1) = %(1,0,0|[$,Hm]|2, 1,1) = m———"(1,0,0[x[2,1,1)
= —imw21<1, 0, O|{L’|2, 1, 1>
and B
(1,0,0[p,]2,1,1) = —=(1,0,0[y, Hu]|2,1,1) = m—2——2(1,0,0[y|2, 1, 1)

ih ih



= —imw9 (1,0,0]y|2,1,1) |

where H,, is the Hamiltonian of the hydrogen atom. The matrix element (1,0, 0|z|2,1,1) can
be obtained from the calculation in Problem 2 of 21 luglio 2015,

27
(1,0,0]|z|2,1,1) = —ags -
The matrix element (1,0,0|y|2,1, 1) can be obtained similarly and turns to be
2T
(1,0,0ly|2,1,1) = tags -
So, finally, we have
: 27
(1,0,0[p'2,1,1) = A(4,1,0) , AEmawm? )
Then,

> &, - (1,0,0[712,1, 1) = A2[y€,;1 (1,0,00712, 1, 1) * + |&;, - (1,0,072, 1, 1)
o=1,2
= A2<]icos 0e'|? + ]ei¢\2> = A*(cos® 0 + 1)

4(5)
dfd¢
which takes its maxima for cosf = 1/3 and cosf = —1/3, independently of the value of ¢.

The position vector of the detector should therefore form with the z-axis an angle # such that
cosf = +1/3.

and, hence,

oc sin §(1 + cos? ) |



Appello di recupero, 16 giugno 2016

1. The x operator can be written as combination of rank-1 spherical tensors: Tfll) — Tl(l). This

implies that the matrix elements (o, j', m}|z|a, j = 1/2,m;) can be different from zero when
e m) = m; + 1 (m-selection rule);
e j’ is one of the angular momentum values obtained in the composition of the angular

momenta j = 1/2 and 1 (Wigner-Eckart theorem); these values are 3/2 and 1/2.

Note that, in this case, the fact that the operator x is odd does not help, since the parity of
the states entering the above matrix elements is not defined (they have not a defined value
of the quantum number [).

For j/ = 3/2 and m; = —1/2, the only non-zero matrix elements are
(o, 4" =3/2,m) = 1/2[z|a, j = 1/2,m; = —1/2)
and
<Oz/,j’ = 3/2,m; = —3/2|;p|a7] = 1/27mj — _1/2> .
Their ratio can be calculated with the help of the Wigner-Eckart theorem:
<O/’j/ - 3/27m; - 1/2|$|Oz,j = 1/27mj - _1/2>
(o, =3/2,m} = =3/2|z|a, j = 1/2,m; = —1/2)

— <O/7j/ - 3/2’m; = 1/2’ - T1(1)|O[,j = 1/27mj = _1/2>
<O/’j/ - 3/2,777,; - _3/2|T£11)’Oé>j = 1/27mj = —1/2>
(11172, -1721) 3/2,1/2) 73

<<1,—1|<1/2,—1/2|)|3/2’_3/2> 1 73

Therefore, the ratio between the transition probability to the state with m’ = 1/2 and that
to the state with m); = —3/2 is equal to 1/3.

. The condition for the applicability of perturbation theory is that A is small enough that the
matrix elements of V(f) between unperturbed states are, in absolute value, much smaller
than the typical energy separation between these states. This means that |A|a < €?/(4mega),
where a is the Bohr radius.

To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
|1s) = |n = 1,1 = 0,m = 0) at t = 0 to the generic 3p state [n = 3,1 = 1,m) at t = 400 is
given by

1 +o0 .
Poorsoam = Sisdordom+ — /0 dt (3,1,m|V(t)|1,0,0) ¢t

A rto -

_ ,7/ dt (3,1, m|z[1,0,0) et |y = 21
th Jo

where E5 and F; denote, respectively, the energy of the states [n = 3,1 = 1,m) and 1s. Now,

since x is a linear combination of the spherical tensors T’ Ell) and Tl(l), due to the m-selection
rule, the only non-zero matrix elements are

(3,1, £1|z[1,0,0) = /dQ /0Oo r2dr Rgl(r)[Yil(G,gb)]*rsin@cosqﬁRlo(r)}{)o(@,gb)



—/ dr r° Rs1 (r)Ryo(r /dQ \/—Sln96$¢smﬁcos¢\/
_Wf L
T\ 2" G

/to dt st = 1 (e™stto — 1) .
0 z'w31

Putting everything together, one gets for the transition probability
(n A3 a’ sin® (wglto) :

‘0(100) (31j[1)|2 72 2
'y 7:2/ 2 212 2

whereas

. The formula for the lifetime 7 of a generic exited state with respect to the decay into another
state, in the dipole approximation and by emission of one photon, is given by Eq. (2.32) in the
Section 2.2 of Greiner, Quantum Mechanics - Special chapters and reads, in the International

Systems of Units:
1 e 4w
(T)Hf B <47r60hc> 3c? \(af]ﬂaﬂ

where the indices ¢ and f refer to the initial and final states, respectively, |a;), |af) denote
the initial and final atomic states, while wi = (Ff — E;) /h.

Since the components of the 7 operator can be written as linear combinations of those of a
rank-1 spherical tensor, due to the Wigner-Eckart theorem, the initial state must have [ = 1,
i.e. it must be a 3p state.

Hence,

4 €2
la;) = |3p,m) = |3,1,m) , |ag) =|1s) =1]1,0,0), Thws= E1s— E3, = 92?60 )

We need to calculate the three components of (1,0, 0|7A7]3, 1,m). We consider separately the
two cases m = £1 and m = 0.

i) For m = +1, (1,0,0|2|3,1,£1) is trivially zero, since the operator Z behaves as the 0-
component of a rank-1 tensor and the given matrix element has m’ # m. We are therefore
left with (1,0,0]z|3,1,+1) and (1,0,0|g|3, 1, £1):

2T T 00 1 .
(1,0,0[z]3,1,£1) = / dgb/ sin 9d0/ r2dr Ryo(r)—=—=7sin § cos 425331(7“)($)\/i sin Pet®
0 0 0 Vam 8
27

- i

2T T e 1 .
(1,0,0|9|3,1,£1) = / dgb/ sin Qdﬁ/ r2dr Ryo(r)—=—=rsin  sin ¢R31(7~)(¢)”i sin fe*®
0 0 0 VA 8
27

= —l—=a.

128

In this case,

(1) 2\ 4 (4c €2 32<27>2 , 1 ¢ \'e¢
- = e — ) a® = — -
T/ (3p;m=+1)—1s dreghc ) 3¢% \ 9a dmeghc 128 96 \ 4meohc ] a




ii) For m = 0, instead, only (1,0,0|2|3,1,0) contributes:

2m ™ o 1
<1,O,0|2]3,1,0):/0 dgb/o sin@d@/o errRlo(r)\/ErcoseRgl(r)\/4?;cosé’

27
= —2
T35 Y20
so that
(1) e2 4 (4c ¢ 32<27)22 1( & \'ec
— JR— - R a‘ = _
T/ (3p,m=0)—1s dmeohe | 3¢2 \ 9a 4mephce 128 96 \ 4mephe ) a’

just as in the previous case.



Appello di recupero, 7 luglio 2016

1. The task of building a rank-3 spherical tensor using only the components of the position
operator & would be trivial if we had the expression for the spherical harmonics with [ = 3.
Since they are not given in the table allowed for consultation, we first build a rank-2 and a
rank-1 spherical tensor using only the & operator:

1 :
X = iy
XE = Floxiy)z
1
xXP = —(322-1? ,
0 \/6( )
(see Problem 2 of 13 settembre 2006) and
+ 1y
0 — FEEY
+1 + \/§
Zj([lo) = z.

Then, we use the theorem (3.10.27) of Sakurai, to build a rank-3 spherical tensor through
the above-defined rank-2 and a rank-1 spherical tensors:

JF
3 2 1 2 1
19 = S X (k)8 X070 = (220010)3,5 XE2 = X320
g1=—2q2=-1
(3) +2
Ty = Y Z(2q1 1q2>\32>X<2Z<>
G1=—2¢q2=-1

= (@20101)3.2) X320 + (@11)13,2) X324

= \[ X+ZZO \[X( sy

G1=—2q2=-1

=QmmwmwwWH@wwwmﬁ%”

+ <<2 0[(1, 1’)|3 1) Xo +1 \/ +2 \/ +1Z0 \/7X(§2)YJ£21)>

42
¥ = > Z (2 q1[(1 q2>\3,0>X(§12)Z(§2)

g1=—2q2=-1

_ <<2,1|<1,—1|>|3,0> ifz(f+((2,0|<1,0|>|3,0>XéQ)Zé”

(@10 X320 - /xg /Xb //x@w%

and so on.

2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
[1s)|+) = |n=1,1l = 0,m = 0,ms; = 1/2) at t = 0 to the generic state |n = 2,1, m, m,) at



t = 400 is given by

0830,0,1/2)—)(2,l,m,ms) - 61250150m51/2m5 ih / t (2,1, m,ms|V(t)[1,0,0,1/2) Ch
By — Ey
h Y

where Fy and E; denote, respectively, the energy of the states |n = 2,1, m, m,) and 1s. Then,

_ ‘%;/ dt (2,1,m,my|2S.]1,0,0,1/2) et | 1y =
1 0

h
(2,1, m,ms|xS,|1,0,0,1/2) = (2,1, m|z|1,0,0)(m|S.|1/2) = (2,1,m|z|1,0, 0>§51/2ms ,

which means that the state with n = 2 must also have the spin of the electron along the
positive z-axis. Moreover, due to the Wigner-Eckart theorem and the m-selection rule, the
matrix element of the x operator must have [ =1 and m = +1:

(2,1, £1]z|1,0,0) /dQ/ r2dr Roy (r)[Y], (0, 8)]" rsin 0 cos ¢ Rig(r)Y (0, 6)

—/ dr r® Ry (1) Ryo(r /dQ 1/ stequbSancosqﬁw

128 o) 1 128 o7
a——t/=- —=Fa-——- =Fa—;
st V3 g™ a3~ T35

whereas
to iwat 1 iw21to
/ dt et = — (e -1).
0 W1

Putting everything together, one gets for the transition probability

Aa 2677 wort
! . 2100
|CE1?0,0,1/2)—>(2,1,:|:1,1/2)|2 = [ ] 4 sin? ( 5 ) )

W1 35

. The formula for the lifetime 7 of a generic exited state with respect to the decay into another
state, in the dipole approximation and by emission of one photon, is given by Eq. (2.32) in the
Section 2.2 of Greiner, Quantum Mechanics - Special chapters and reads, in the International

Systems of Units:
1 e2 4w
(T)Hf B <47r60hc> 3c? \(af]ﬂaﬂ

where the indices ¢ and f refer to the initial and final states, respectively, |a;), |af) denote
the initial and final states, while wi; = (Ef — E;)/h.

In the present case,
lai) = |n, = 0,ny =0,n. =1), |ag) = |n, =0,n, =0,n,=0), hws= Eioo—FEooo = hw ,

where w is the frequency of the harmonic oscillator. Of the three components of (n, = 0,n, =
0,n, = 0|Fln, = 0,n, = 0,n, = 1), the only non-zero one is the third:

(ny =0,ny, =0,n, =0[zln, =0,n, =0,n, =1) =/ — .

So, we get

1 e? 4 4 h e? 2 9
() = 52w = ) hw* .
7/ (0,0,1)-(0,0,0) dreghe ) 3¢? 2mw dmeghc ) 3me



Appello di recupero, 15 settembre 2016

1. The natural way to define this tensor is to take the scalar product between « and :
TO =i 7.
We must check that the defining commutation relations are satisfied, i.e. that
[, T91 =0, [/, T9=0,

assuming as valid the commutation relations for rank-1 tensors:

[ TO) = hgTO [T, TV =hJ(1F )1 £q+1) T

where TV stands for U or V1), with

UV =u., UV = :F\%(Ux +iuy) ,
Vi =w,, V= :F%(vm +iv,) .

First of all, let us rewrite @ - ¥ in terms of the components of the tensors U® and V1,
70 =q.5=0"vY —uvy —uv

then
[, TO) = [, UV — ufv) — v v
= U1 Vi) [ UV = U312, V) = 12, UV
~US VY] = [, UV
=0+0-UY(-mvY) - vy - v mvy) — (~ru)vi =o0.
Similarly one can check that also the other commutation relation, [J., T] = 0 is satisfied.

2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
[1s)|+) = |n = 1,1l = 0,m = 0,ms = 1/2) at ¢ = 0 to the generic state |n = 2,1, m, ms) at
t = 400 is given by

1 400 .
08?070,1/2)—%2,1,%%) = 51250l50m51/2ms + ﬁ/o dt (2,1,m, m,|V(t)|1,0,0,1/2) et
E, — E;

h b

where Fy and E; denote, respectively, the energy of the states |n = 2,1, m, m,) and 1s. Then,

A |
_ E/Ocht (2,1, 1m0, m4|28,1,0,0,1/2) elnt | oy =
2 0

h
(2,1, m, mg|2S;|1,0,0,1/2) = (2,1, m|z|1,0,0)(m|S.|1/2) = <2,l,m|z|1,0,0>§5_1/2m5 ,

which means that the state with n = 2 must also have the spin of the electron along the
negative z-axis. Moreover, due to the Wigner-Eckart theorem and the m-selection rule, the
matrix element of the x operator must have [ = 1 and m = 0:

(2,1,0[2]1,0,0) = / 4o /0 T 2dr Ry (r)[YA(8, 8)]F 1 cos 0 Ruo(r)Y2(6, ¢)



— 3 .
_/0 dr r° Ry (r)Ryo (1) /dgwéhr cos 6 COSG”@;
128 /2 1 27
U IE TR

/to dt et = 1 (e™2to — 1) .
0 iWQl

Putting everything together, one gets for the transition probability

7 2
(1 9 Aa 2 o [ warto
’C(170,0,1/2)—>(2,1,0,—1/2)’ —l \/51 4 sin ( 5 )

whereas

W21 35

. The formula for the lifetime 7 of a generic exited state with respect to the decay into another
state, in the dipole approximation and by emission of one photon, is given by Eq. (2.32) in the
Section 2.2 of Greiner, Quantum Mechanics - Special chapters and reads, in the International

Systems of Units:
1 e\ dwi 5 e
()= (mohc) 32 el

where the indices ¢ and f refer to the initial and final states, respectively, |a;), |a¢) denote
the initial and final states, while wg = (Ef — E}) /h.

In the present case,

lai) =|n, =1,ny,=1,n,=2), |ag)=|ny,=1,n,=1mn,=1),
3h? B 3h2m?
8mL2  2mlL? "’

Of the three components of (n, = 1,n, = 1,n, = 1]7:’]711 =1,n, = 1,n, = 2), due to
orthogonality in the 1-dimensional subspaces, the only non-zero one is the third:

L 2 2 2
(ny=1n,=1n,=1zln, =1,n,=1,n,=2) = /0 dz \/;sin (722) z\/zsin <I7,TZ>

16
9r2

hws = B — By =

So, we get

(1) (e )\ 4 (3na’ 3( 16L>2_ e? \ w2
T)112011)  \47meohc ) 3¢ \ 2mL2 972 -~ \dmeghe ) m2c21432




Appello straordinario, 2 novembre 2016

1. The defining commutation relations for a rank-1 spherical tensor are

[TV = hgTV ,  [Je, TO = 0/(AF ) (1 £ g+ 1) TLY,

q

therefore, e.g.,

) -1V 1 1w, 1 (1) 1 Sy
[JZ7T96] = sz T = E[JMT—I] - ﬁ[’]zaTl ] = ﬁh(_l)T—l - ﬁth
1) | (1)
= ih~iﬂ:ihTy.

V2

Similarly one can find that

)., T, = —ihT, , [J.,T.]=0.

Let’s calculate another commutator:

R I A S
[Jo, T, = 1
\/§

2

= TV T g T g, T

2\/_ 2\/' 22 2V/2

_ b ' e W _ @
= \/_h\/_ f \/_ 0+ \/_h\/_TO = ihT" = inT, .

Similarly one can find that

o, T.] = —ihT,, [Jo.Th] =0

and
[Jy,Tx] = —ihT, , [Jy,Ty] =0, [Jy,TZ] =ihT, .

2. To first order perturbation theory, the probability amplitude of the transition from the state
|1s) = [1,0,0) at t = —oo to a generic state |n, [, m) at t = +oo is given by

Cgi?O,O)%(nJJn) = 51n50l50m + = / n7 l’ m|V( )|1, 0’ 0> eiwnlt

- 51n50l50m + T’LL / dt 6(t) <n7 l7 m|xy|1, O) 0> eiwnlt
1 —00
En - El
h 9

where E, and E; denote, respectively, the energy of the states |n,l,m) and 1s.

A
= 51n50l50m+ 7h<n7l7m’$y’17070> 5 Wn1 =
1

Now, the xy operator is parity-even and can be written as combination of rank-2 spherical
tensors: TJ(FQQ) — TS?. This implies that the matrix elements (n, [, m|zy|1,0,0) can be different
from zero when

e m = 2 (m-selection rule);

e [ is one of the angular momentum values obtained in the composition of the angular
momenta 0 and 2 (Wigner-Eckart theorem), therefore it can only be | = 2 (this is
automatically compatible with the parity rule).



As a consequence, the final state can be any of the states of the type |n > 3,2, £2).
Then,

(n,2,£2|zy1,0,0) /dQ/ r2dr Rys (r)[Y2(0, ¢)]* 72 sin2 6 cos ¢ sin ¢ Ro(r) Y. (6, ¢)

—/ dr R n2 (1) Rio(r /dQ \/ sm 20e=2 gin 9005¢sm¢1/

n2< )Rlo( ) iﬁ [r .

Hence,
(1) A?
|C(1,0,0)H(n,2,i2)| 30 [3 .

. The formula for the lifetime 7 of a generic exited state with respect to the decay into another
state, in the dipole approximation and by emission of one photon, is given by Eq. (2.32) in the
Section 2.2 of Greiner, Quantum Mechanics - Special chapters and reads, in the International

Systems of Units:
1 e 4w S
()= (mohc) 32 el

where the indices i and f refer to the initial and final states, respectively, |a;), |af) denote
the initial and final states, while wi; = (Ef — E;)/h.

In the present case,

1
|ai> = \/5(|nx:l,ny:O,nz:O>+|n$:0,ny:1,nzzo>)7
|af> = \”x = 07% =0,n, = 0> . hws = Eigo — Egoo = hw

where w is the frequency of the harmonic oscillator (notice that the initial state is an eigenstate
of the matter Hamiltonian, being the combination of eigenstates with the same energy of the
matter system). Of the three components of (a¢|]a;), the non-zero ones are the first and the
second:

1 1 h
(ag|z|a;) = ﬁ (ny =0,ny =0,n, =0Jz|n, =1,n, =0,n, =0) = S\
1 1 h
<af|y‘ai> = ﬁ <n$ = O:ny = O,TLZ - 0|y|n$ = 07ny - 17n2 - O> = 5 % )
hence
(a¢|Fla;) = \/ \/
and

aclFla)? = 5 — .

Qmw

( 1 ) e? 4 5 h e? 2 5
T/ it dreghe ) 3¢2 2mw dreghe | 3mc?

We finally get




